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© Contexte historique
o Quelques dates et pionniers de la théorie



Contexte historique

e Théorie des représentations.
Fin XIX-éme.
Dualité de ScHUR-WEYL (début du XXéme siécle).

e Généralisation via une théorie récente (fin XXéme-aujourd’hui) : les algébres
de HeEckE (fusionnées).




© Introduction
@ Résultats classiques



Résultats classiques

Définition

Soit A une algébre sur C. Une représentation de A est la donnée d'une paire (p, V)
telle que :

@ V est un espace vectoriel sur C.

@ p: A— End(V) est un morphisme d'algébres. Elle est dite irréductible si elle
n'admet pas de sous-espaces stables non triviaux.
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Résultats classiques

Soit A une algébre sur C. Une représentation de A est la donnée d'une paire (p, V)
telle que :

@ V est un espace vectoriel sur C.

@ p: A— End(V) est un morphisme d'algébres. Elle est dite irréductible si elle
n'admet pas de sous-espaces stables non triviaux.

Définition

Un morphisme de représentations entre (p, V) et (7, W) est la donnée d'un élément
» de Hom(V, W) tel que :

Vae A, 7(a)oep=¢op(a).

Notation : Hom4(V, W), End4(V).

Théoréme (Schur)

Soient (p, V) et (7, W) deux représentations irréductibles, ot V et W sont deux
espaces vectoriels sur C de dimension dénombrable. Alors :

1 si(p,V)(r, W)

dim(Hom4(V, W)):{ 0 sinon




Résultats classiques

Théoréme (Artin-Wedderburn)

Les algebres semi-simples de dimension finie sont les sommes directes finies d'algébres
de la forme End(V), ot V est un espace vectoriel de dimension finie. On a donc un
isomorphisme d'algébres :
®: A= @ End(V)
AEN

ol A est un ensemble fini.
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Exemples : G = G3 : représentations triviale et signature. Card(A) =3
~» une représentation irréductible de dimension 2 (la représentation standard).



Résultats classiques

Théoréme (Artin-Wedderburn)

Les algebres semi-simples de dimension finie sont les sommes directes finies d'algébres
de la forme End(V), ot V est un espace vectoriel de dimension finie. On a donc un
isomorphisme d'algébres :

®: A= @ End(V)
AEN

ol A est un ensemble fini.

Exemple : Algébre d'un groupe fini.

Corollaire

Soit A une algébre semi-simple de dimension finie. Alors on a I'égalité :

dim(A) = > dim(V*)2.

AEA

Exemples : G = G3 : représentations triviale et signature. Card(A) =3
~» une représentation irréductible de dimension 2 (la représentation standard).
Questions : Quid pour &,, n > 47 Représentations irréductibles de C&, ?
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Définition (Symétriseur de Young)

Soit A\ une partition de n.

o\ = ( Z 5U> . ( Z 5(7')57—> € C6,.
oc€ER(T) TEC(T)

Exemple : A =(2,1), T = ; 2‘,
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Représentions irréductibles de &,

Définition (Symétriseur de Young)

Soit A\ une partition de n.

o= ( > 5a> : ( > 5(7)57> € C6,.
oER(T) TeC(T)

1[2]
3
cx = (lde; +0(1,2)) - (lds; — d(1,3)) = lds; — 6(1,3) + (1,2) — 9(1,3,2)-

Exemple : A =(2,1), T =

Théoréme

Soient n € N* et A € P,,. Le C&,-module V) := CS&,, - ¢y est irréductible. De plus, si
A # 1 € Pn, les C&p-modules Vy et V), ne sont pas isomorphes (comme
C&,-modules).




Représentions irréductibles de &,

Définition (Symétriseur de Young)

Soit A\ une partition de n.

A= ( > &;) : ( > 5(7)5T> € C&,.
oc€R(T) TeC(T)

Exemple : A =(2,1), T = ; 2‘,

cx = (lds, + 6(1,2)) - (lds; — 81.3)) = Ids; — 81.3) + 6(1,2) — 8(1,3,2)-

Théoréme

Soient n € N* et A € P,,. Le C&,-module V) := CS&,, - ¢y est irréductible. De plus, si
A # 1 € Pn, les C&p-modules Vy et V), ne sont pas isomorphes (comme
CG&,-modules).

Exemples :
e neN*, A= (n), T=[1]2[3]--:[n]:cT = X bo.dim(Vy) =1
oe6,

~~ représentation triviale.
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Définition (Symétriseur de Young)

Soit A\ une partition de n.

A= ( > &;) : ( > 5(7)5T> € C&,.
oc€R(T) TeC(T)

Exemple : A =(2,1), T = ; 2‘,

cx = (lds, + 6(1,2)) - (lds; — 81.3)) = Ids; — 81.3) + 6(1,2) — 8(1,3,2)-

Théoréme

Soient n € N* et A € P,,. Le C&,-module V) := CS&,, - ¢y est irréductible. De plus, si
A # 1 € Pn, les C&p-modules Vy et V), ne sont pas isomorphes (comme
CG&,-modules).

Exemples :
e neN*, A= (n), T=[1]2[3]--:[n]:cT = X bo.dim(Vy) =1
oe6,
~~ représentation triviale.

1[2]
3]
dim(V)) = 2 ~~ représentation standard.

e n=3,2=(2,1), T=

D1 = bdg, +9(1,2) —9(1,3) ~ 9(1,3,2)-
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Théoréme ("Hook length formula™)

Soient n € N* et A € P,. On a dim(V,) = Card(STab()\)) = W
(x,y)EDy
Exemple :
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Représentations irréductibles de &,

Théoréme ("Hook length formula™)

Soient n € N* et A € P,. On a dim(V,) = Card(STab()\)) = W
(x,y)EDy
Exemple :
e n=3:C63 = CP ¢ My(C).
e n=24:

o A=(4), [ ] [ ]~ Card(STab()) = 1.

e A=(1,1,1,1), |+~ Card(STab())) = 1.

A=(31), [ Card(5Tab(n)) = 3.

e A=(2,2), —} ~ Card(STab()\)) = 2.

A =(2,1,1), ij ~» Card(STab(\)) = 3.

C64 = C®2 @ Ma(C) ® M3(C)%2.

e n="5:C65 = CO @ My(C)P2 @ Ms(C)®? @ Mg(C).
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Théoréme du double commutant

Définition

Comm(S) = {x € End(V) | xos=sox Vs e S}
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Théoréme du double commutant

Définition

Comm(S) = {x € End(V) | xos=sox Vs e S}

Proposition

k . k
V@ VI = Enda(V) = P Mm/(C).
i=1 i=1

A C End(V) une algébre semi-simple, B := Comm(.A).
k. & dim(U;) ~ ~ k& dim(V;)
Sy = v o= @y
i=1 i=1

(V= @kv,- ® U;.
i=1

On rappelle qu'on a : A = @;_; End(V;) ® ly;.



Théoréme du double commutant

Définition

Comm(S) = {x € End(V) | xos=sox Vs e S}

Proposition

k . k
V@ VI = Enda(V) = P Mm/(C).
i=1 i=1

A C End(V) une algébre semi-simple, B := Comm(.A).
ky @ dim(U;) ~ ~ k@ dim(V;)
S = v = @y
i=1 i=1

(V= @kv,- ® U;.
i=1

On rappelle qu'on a : A = @;_; End(V;) ® ly;.

Théoréme (Double commutant)

L'algébre B est semi-simple et Comm(B) = A. De plus, on a :

r
B2 P Iy, ® End(U;).
i=1
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La dualité de Schur-Weyl

Les (Sx(V))xep,, ot Sx(V):=Im | cx |, |, sont ou bien nulles, ou bien des
RV

représentations irréductibles de GL(V'). De plus, on a :

k
RV = P sa(v)em

AEPy

ot my := Card(STab()\)).
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La dualité de Schur-Weyl

Les (Sx(V))xep,, ot Sx(V):=Im | cx |, |, sont ou bien nulles, ou bien des
RV

représentations irréductibles de GL(V'). De plus, on a :

k
RV = P sa(v)em

AEP

ot my := Card(STab()\)).

Exemples :
e k =2, V de dimension deux.
o\ = (2), T, = , Ty = 6":’62 + 5(1,2) ~> SA(V) = Symz(V).
o\ = (].7 1), T = , T, = 6“62 — 5(112) ~> S)\(V) = Antz(V).
dot V® V = Sym?(V) @ Ant?(V).
@ k=3, V de dimension deux, {e1, &2} une base de V.
o A= (3) ~ Sa(V) = Sym*(V).

o A =(1,1,1) ~ Sy(V) = Ant?(V) = {03 }

RV
¢ A=(21),

~ Sxa(V) = Vect{ez®e1®e1—e1®e1®62761®ez®6z—€z®62®e1}-

L x = b, —01,3) T 01,2) ~ 3.2



La dualité de Schur-Weyl

ok GL(V) — End(V®k)
vV ®k — V®k
—
g {v1®...®vk — g1 ®...Q gvk
ok G — End(V®k)
vV ®k — V®k
s {v1®-~-®Vk P V1) @ - ® Va1
4
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Soient A := pi(CGL(V)), B := 04 (CSy).



La dualité de Schur-Weyl

ok GL(V) — End(V®k)
vV ®k — V®k
g — { Vi®...0 vk = g1 ®...RQ8v
ok G — End(V®k)
vV ®k — V®k
s { VI®.. Qv = V1) @ ® Va1
V.

Soient A := pi(CGL(V)), B := 04 (CSy).

Théoréme (Schur)

A = Comm(B) et B = Comm(A).




La dualité de Schur-Weyl

ok GL(V) — End(V®k)
vV ®k — V®k
g — Vi®...0 vk = g1 ®...RQ8v
ok: G — End(V®k)
vV ®k — V®k
s { VI®.. Qv = V1) @ ® Va1

Soient A := pi(CGL(V)), B := 04 (CSy).

Théoréme (Schur)

A = Comm(B) et B = Comm(A).

Théoréme (Dualité de Schur-Weyl)

k
On a une décomposition en G, x GL(V)-représentations irréductibles de @V comme

suit :
QRv= P ves\(V).

AEP
£(0)<dim(V)
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e neN* k=(1,1,...,1). Permutation fusionnée «~ Permutation.
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Exemples :
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Algébre des permutations fusionnées

Exemples :
e neN* k= 1, 1,...,1). Permutation fusionnée «~ Permutation.
e n=3, k=(2,1,1). 6 possibilités :
({1,1},{2},{3}) ({1,3},{1},{2}) ({1,2},{2},{3})

Définition

L'algebre des permutations fusionnées (H (1), +, ) :
e Espace vectoriel : Base indexée par les permutations fusionnées.

e Multiplication : Cf. Exemple.




Algébre des permutations fusionnées

Exemples :
e neN* k= 1, 1,...,1). Permutation fusionnée «~ Permutation.
e n=3, k=(2,1,1). 6 possibilités :
({1,1},{2},{3}) ({1,3},{1},{2}) ({1,2},{2},{3})

Définition

L'algébre des permutations fusionnées (Hy ,(1),+,") :
e Espace vectoriel : Base indexée par les permutations fusionnées.

e Multiplication : Cf. Exemple.

Exemple : n =2, k= (2,2) :

KRR
({1,\2},{4}) —;H H+;N+1X
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Soient n € N* et k := (ki,..., k) € (N*)". Posons N := 37 | k.
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Soient n € N* et k := (ki,..., k) € (N*)". Posons N := 37 | k.

1
Py, = = > b eCy
weS;

Pen =) P € R Cey,
i=1 i=1

V.

Pour n € N* et k = (ki, k2, ..., kn) € (N*)", on définit I'algébre :

H&n(l) = P&n . (CGN . PK,"'
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1
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Pen =) P € R Cey,
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Pour n € N* et k = (ki, k2, ..., kn) € (N*)", on définit I'algébre :

H&n(l) = P&n . (CGN . PK,"'

Théoréme

Les algebres #H (1) et Hy ,(1) sont isomorphes.




Extension de la dualité

Soient n € N* et k := (ki,..., k) € (N*)". Posons N := 37 | k.

1
P = 1 > b eCy
"wesy,

Pen =) P € R Cey,

Yy

Pour n € N* et k = (ki, k2, ..., kn) € (N*)", on définit I'algébre :

’H&n(l) = P&n . (CGN . PK,"'

Théoréme

Les algebres #H (1) et Hy ,(1) sont isomorphes.

Proposition

(A, +,-) algébre (unitaire et associative), x € A idempotent de A

(Vi)ieqa,...,ny systeme complet de A ~ (p;i(x)(Vi))ieqa,...,n} Systéme complet de x-A-x.
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Ici, x := Py, (idempotent de C&y). On a : Py, <®V> = ®"Symki (V).

i=1



Extension de la dualité

N
Ici, x := Py, (idempotent de C&y). On a : Py, <®V = ®"Symki (V).
i=1

Remarque importante : Pour i € {1,...,n} ~ Symki (V) est un GL(V)-module
~ ®"5ym i(V) est un GL(V)"-module.

Hyn(1) 25 End <® Symk(V> 2 ceL(v)

Posons A := oy (’)—[51,,(1)) et B := pi,n (CGL(V))
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N
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Hyn(1) 25 End <® Symk(V> 2 ceL(v)
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Comm(A) = B et Comm(B) =




Extension de la dualité

N
Ici, x := Py, (idempotent de C&y). On a : Py, <®V = ®"Symki(V).
i=1

Remarque |mportante Pour i € {1,...,n} ~ Sym¥i (V) est un GL(V)-module
~ ® Sym*i (V) est un GL(V)"-module.

Hyn(1) 25 End <® Symk(V> 2 ceL(v)

Posons A := oy (9—[5,,,(1)) et B := pi,n (CGL(V))

Théoréme
Comm(A) = B et Comm(B) =

Théoréme

Les représentations irréductibles de # (1) sont indexées par les partitions X de N
telles que A > k°'d.




Extension de la dualité

N
Ici, x := Py, (idempotent de C&y). On a : Py, <®V> = ®"Symki (V).
i=1

Remarque |mportante Pour i € {1,...,n} ~ Sym¥i (V) est un GL(V)-module
~ ® Sym*i (V) est un GL(V)"-module.

Hyn(1) 25 End <® Symk(V> 2 ceL(v)

Posons A := oy (9—[5,,,(1)) et B := pi,n (CGL(V))

Théoréme

Comm(A) = B et Comm(B) =

|
,

Théoréme

Les représentations irréductibles de # (1) sont indexées par les partitions X de N
telles que A > k°'d.

Théoréme (Extension de la dualité de Schur-Weyl)
"Symhi(V) = Sx(V) @ W,
(§ ym' i (V) b A(V) @ Wi

€Uk, n
£(0)<dim(V) CGL(V)®Hy, n(1)—module

- = = = =



Conclusion

e Représentations irréductibles de &, ~» représentations irréductibles de GL(V).
e Dualité classique.

e Premiére généralisation.



Conclusion

e Représentations irréductibles de &, ~» représentations irréductibles de GL(V).
e Dualité classique.

e Premiére généralisation.

e Approfondissement de la dualité.

Algébres de Hecke fusionnées.

Applications.



Merci pour votre attention!
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