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Introduction

La théorie des représentations, omniprésente en mathématiques, a été introduite vers la fin
de XIXe siecle par le mathématicien allemand FROBENIUS, motivé par une lettre de DEDE-
KIND. Cette théorie, étant un outil puissant car elle permet de réduire des problémes d’algebre
abstraite a des probléemes d’algebre linéaire, a connu un développement considérable depuis,
qui ne saurait étre résumé en quelques pages d’'un mémoire.

La dualité de SCHUR-WEYL est un résultat fondamental de cette théorie qui relie les représen-
tations irréductibles de dimension finie des groupes linéaires et des groupes symétriques. 11 doit
son nom a deux pionniers de la théorie des représentations des groupes de LIE, Issai SCHUR,
qui a découvert le phénomene, et Hermann WEYL, qui I’a popularisé dans ses livres sur la
mécanique quantique et les groupes classiques comme moyen de classer les représentations de
groupes linéaires unitaires et généraux.

Cette dualité concerne les actions de GL(V) et & sur les puissances tensorielles de la forme

éV pour un espace vectoriel (complexe) V' de dimension n. Il existe des histoires riches en
théorie des représentations, en combinatoire et en mécanique statistique impliquant ’étude et
l'utilisation d’algebres de diagrammes, qui résultent de la restriction de l'action de GL(V) a
certains sous-groupes de GL(V).

Récemment, de nouvelles algebres généralisant ’algebre des permutations permettent d’ob-
tenir des variantes de la dualité de SCHUR-WEYL. C’est vers quoi s’oriente ce mémoire avec
I’étude des algebres de HECKE fusionnées.

Le mémoire, constitué de quatre chapitres, s’organise de la fagon suivante :

o Le premier chapitre permettra de se familiariser avec les éléments de base de la théorie
des représentations, nécessaires pour la suite.

e Le deuxieme chapitre est exclusivement consacrée a 1’étude et la construction explicites
des représentations irréductibles du groupe symétrique, indispensables a la dualité de
SCHUR-WEYL.

o C’est le coeur du mémoire : on y verra des résultats généraux et importants d’algebre qui
menent au résultat portant le nom du mémoire.

o Le but de ce dernier chapitre est de voir une premiere extension de la dualité de SCHUR-
WEYL en introduisant une algebre généralisant ’algebre du groupe symétrique.
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Portraits de certains mathématiciens ayant contribué a
cette théorie :

Issai SCHUR (1875 — 1941).
e Russe.
o Mathématicien.

Dualité de SCHUR-WEYL.

Ferdinand Georg FROBENIUS (1849 — 1917).
Allemand.

Mathématicien.

Pionnier de la théorie des représentations.

o Hermann WEYL (1885 — 1955).
Allemand.

o Mathématicien, physicien théoricien.

Dualité de SCHUR-WEYL.

o Erich HECKE (1887 — 1947).
e Allemand.
o« Mathématicien.

o Théories des nombres et des formes modulaires, al-
gebres portant son nom.
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Chapitre 1

Algebres et représentations

Tous les résultats de base de ce premier chapitre introductif se trouvent, entre autres, dans

[GW09).

1.1 Définitions et premiers exemples

Définition 1.1.1. Une algébre (associative unitaire) sur C est la donnée d’un triplet (A, +, u)
tel que :

1. (A, +) est un espace vectoriel sur C.
2. u: Ax A— A est une application bilinéaire telle que :
e (unité) Il existe 14 tel que, pour tout x € A, pu(x,14) = p(la,x) = z.

e (associativité) Pour tous x,y,z € A,

,U(N(l'v y)> Z) = M(xa u(y, Z))

Cette algébre A est dite commutative si, pour tous x,y € A, pu(z,y) = pu(y, ).

Notation 1.1.2. On notera, s’il n’y a pas d’ambiguité, 1 := 14 et pour x,y € A, zy := p(z,y).

Exemple 1.1.3. 1. (C,+,-), ou - désigne la multiplication usuelle, et 1 est ['unité, est une
algebre sur C.

2. Si'V un espace vectoriel sur C, alors (End(V'),+,-) (1 comme unité) et (End(V'),+,0)
(Idy comme unité), ou - désigne la multiplication et o la composition d’applications sont
des algebres sur C.

3. Soient G un groupe et CG :={f : G — C | f(g) # 0 pour un nombre fini de g} est un C
espace vectoriel de base {0, }gec: 0t 04(h) = (1) ii’nogn: h On définit une multiplication
de CG sur cette base par :

Vg, h € G, 8,% 8, = 6yn.

qu’on étend par bilinéarité a CG. (CG,+,*) est une algébre d’unité 6, appelé algébre
de groupe de G.
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Définition 1.1.4. Soient (A,+,u) et (A, +', 1) deux algébres sur C. On appelle morphisme
d’algébres la donnée d’une application [ : (A, +,pn) — (A, +', 1) telle que :

1. f:(A+) — (A, +) est une application linéaire.
2. Pour tous z,y € A, f(u(z,y)) = 1'(f (), f(y))-
3. f(l_A) = 1A"

Remarque 1.1.5. Tout morphisme de groupes ¢ : G — H peut étre étendu de facon unique
en un morphisme d’algebre par ¢ : CG — CH par :

o CG — CH (1.1)
Yea F(9)0g — Yyea F(9)du) '

Ceci fournit un foncteur de la catégorie des groupes a celle des algébres.

Définition 1.1.6. Soit A une algébre sur C. Une représentation de A est la donnée d’une
paire (p, V') telle que :

1. 'V est un espace vectoriel sur C.
2. p: A— End(V) est un morphisme d’algébres.

V' est dans ce cas appelé un A-module.

Notation 1.1.7. On notera, s’il n’y a pas d’ambiguité, pour a € A etv € V, av := p(a)(v).

Remarque 1.1.8. Si VW sont deux A-modules, ['espace vectoriel V@ W est muni d’une
structure de A-module par a(v® w) =av G aw, a € A, (vdw) e VPW.

Définition 1.1.9. Soient (p,V) une représentation d’une algébre A et U C V un sous-espace
vectoriel de V.. On dit que U est stable par la représentation (p, V') si :

Vae A, YueU, p(a)(u) e U.

Remarque 1.1.10. Lorsque U est stable par une représentation (p,V'), on peut définir deux
nouvelles représentations :

e (pu,U), la restriction de p(A) a U.
e (pvyu,V/U), via Uaction naturelle de p(A) sur V/U.

Définition 1.1.11. Une représentation (p, V') d’une algébre A est dite irréductible si les seuls
sous espaces vectoriels de V' stables par la représentation sont {0y} et V.
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Définition 1.1.12. Soient (p,V) et (1,W) deux représentations. Notons Hom(V, W) l’espace
vectoriel des applications de V' dans W C-linéaires. Un morphisme de représentations entre
V et W est la donnée d’un élément o de Hom(V, W) tel que :

Va€ A, 7(a)op=ypop(a)

Autrement dit, le diagramme suivant, pour tout a € A, est commutatif :

V2w

p(a)l o lT(a)

(p, V) et (1,WW) sont dites équivalentes s’il existe un morphisme de A-modules inversible.

Notation 1.1.13. On note Hom 4(V, W) l’ensemble des morphismes de A-modules. StV =W
et p =1, on note End (V) := Hom4(V,V).

Remarque 1.1.14. La composition de deux morphismes de A-modules est un morphisme de
A-modules. En particulier, End4(V') est une algébre.

Exemple 1.1.15. Lorsque U C V' est stable sous laction de (p,V'), Uinclusion U — Vet le
morphisme quotient V.— V/U sont deux morphismes de A modules.

Lemme 1.1.16. Soient A une algébre, (p,V), (1,W) deuz représentations de A et ¢ €
Hom4(V, W) non nulle.

%)
Si 'V est irréductible, alors on a un isomorphisme de représentation V= @(V).
En particulier, (V') est irréductible.

Démonstration. 11 est évident que ¢ : V' — (V') est un morphisme de représentations surjec-
tive. Elle est injective puisque le noyau de ¢ est un sous-.A-module propre de V' (car ¢ est non
nulle) et 'irréductibilité de V' permet d’affirmer que Ker(¢) = {0y}, d’ou le résultat. O

1.2 Résultats essentiels

1.2.1 Résultats classiques de la théorie des représentations

Lemme 1.2.1. (Schur) Soient (p,V') et (1,W) deux représentations irréductibles, ou V et W
sont deux espaces vectoriels sur C de dimension dénombrable. Alors :

1 si(p, V)= (r,W)

0 stnon

dim(Homy(V,W)) = {

Démonstration. Cf. [GW09] section (4.1.2). O

7~

Théoréme 1.2.2. (Burnside) Soit (p,V') une représentation irréductible d’une algébre A ou V'
est un espace vectoriel sur C de dimension finie. Alors p(A) = End(V').

En particulier, l'image d’une algebre par une représentation irréductible de dimension finie est
entierement déterminée par la dimension de cette derniere.

DEMESMAY Yoann Mémoire M2R 24 juin 2024

Page 9




Université de Reims Champagne-Ardennes Université de Strasbourg

Démonstration. Cf. [GW09] section (4.1.3). O

Définition 1.2.3. Une représentation (p, V') d’une algébre A est dite complétement réductible
si pour tout sous-A-module U, il existe un supplémentaire de U dans V stable par la représenta-
tion.

Lemme 1.2.4. Soient (p,V') une représentation d’une algébre A complétement réductible et U
un sous-A-module. Alors :

1. (pu,U) est complétement réductible.

2. (pvyu, V/U) est complétement réductible.

Démonstration. Cf. [GW09] section (4.1.4). O

Définition 1.2.5. Soit (A, +, 1) une algébre.
Un idéal bilatére V de A est un sous-espace vectoriel de A stable par la multiplication p, i.e. :

pu(a,v) €V,
Va € A,Yv eV, { uv.a) €V

A est dite simple si A n’est pas réduit a {04} et si les seuls idéaux de A sont {04} et A.
A est dite semi-simple lorsque elle est isomorphe d une somme directe d’algébres simples.

Remarque 1.2.6. Toute représentation de dimension finie d’une algébre semi-simple est com-
pletement réductible.

Théoréme 1.2.7. (Maschke) Soit G un groupe fini. Tout CG-module est semi-simple et l’al-
gebre CG est semi-simple.

Démonstration. Cf. [GW09] section (3.3.1). O

Théoréme 1.2.8. (Wedderburn) Les algébres simples de dimension finie sur C sont les
End(V), ou V est un espace vectoriel sur C de dimension finie (d isomorphisme pres).

Démonstration. Voyons d’abord que si V' est un espace vectoriel de dimension finie, alors
End(V') est une algebre simple. Soient {0gnqv)} # B C End(V) un idéal bilatere et 0 # v € .
On a clairement que End(V)v = V. Ainsi, on a : Bv = BEnd(V)v = BV. Or BV # 0 car
B # {0gniv)} et End(V)BV C BV. Ainsi Bv = V pour tout 0 # v € V. Ainsi, V est un
B-module irréductible. Par le théoréme de BURNSIDE, on a que B = End(V). Ainsi, End(V)
est une algebre simple.

Donnons-nous maintenant A une algebre simple de dimension finie sur C et voyons qu’elle
est nécessairement isomorphe & End(V'), V un espace vectoriel sur C de dimension finie. On
définit la représentation réguliere (a gauche) :

A A— End(A)
r—  ANx)

ou A(z)(y) = zy, z,y € A. Soit V C A un idéal a gauche de dimension minimale strictement
positive et considérons p la restriction de A & V. Alors (p, V') est une représentation irréductible
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de A par hypothese sur V. Mais alors p(A) = End(V) par le théoréme de BURNSIDE. On vérifie
aisément que Ker(p) := {x € A| p(x) = Ogpqqv)} est un idéal bilatere de A, donc est réduit a
{04} par hypothese sur A. Mais alors A = p(A) comme algebre. O

Théoréme 1.2.9. (Artin- Wedderburn) Les algebres semi-simples de dimension finie sont les
sommes directes finies d’algébres de la forme End(V'), ou V' est un espace vectoriel de dimension

finie.

Démonstration. Conséquence immédiate de la définition d’une algebre semi-simple et du théo-

reme (L29). -

CONSEQUENCE : Soit A une algebre semi-simple de dimension finie sur C. Il existe des
espaces vectoriels de dimension finie V* (les représentations irréductibles de A) ott A parcourt
un ensemble fini A et un isomorphisme d’algebre :

: A @ End(V) (1.2)

Corollaire 1.2.10. Soit A une algébre semi-simple de dimension finie. Alors on a l’égalité :

dim(A) = Y dim(V*)2.

AEA

Définition 1.2.11. Soit A une algebre semi-simple de dimension finie sur C. On définit E €
Drcr End(VN) par By =00 ... @0 [yx 0D ... D0, ou les VX viennent de .

On identifie ®(A)E\ = End(V?).

Alors on définit une représentation, pour chaque X € A, (m*,V?*), par :

Ve € V*, m(z) = ®(2)E,.

Proposition 1.2.12. Les (E\)xea satisfont les propriétés suivantes :
o O YE)\) -z =12 - YE)) pour tout x € A.
e Pour A\, p € A, @ YE))- D (E,) = 0, P ' (E)\). En particulier, pour tout X € A, ®~(E))
est un idempotent, i.e. (P71(E)))? = ®~L(E)).
. T OB = Idy.
XEA

Démonstration. 11 s’agit de vérifications immédiates. O

Théoréme 1.2.13. Les représentations irréductibles de A sont les (m*,V*), X € A (a isomor-
phismes de A-modules prés). De plus, elles sont non équivalentes deux d deux.

Démonstration. 1l est clair que pour tout A € A, (7, V?*) est irréductible puisque 7*(A) =
End(V?*). Donnons-nous A\ # u € A et T € Homu(V*, V#). En remarquant que 7*(z) =
7N (@Y(Ey)x) pour tout x € A, il vient :

TorMz)=Tor*® ' (Ey)z) = 7"(® ' (E\)z) o T = 7*(® ' (E,)® ' (E))z) o T =0

=0
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et donc T =0, d’ou 7 2 7*.

Soit (7, V') une représentation irréductible de A. Comme Y ycp @ H(E)) = 14, il existe A € A
tel que (@1 (E)))V # 0. Remarquons que :

m(x) o m(@ N (EN))V = w(a® (E)))V =a(®(E))) om(x)V C (@ (EN)V
donc w(®1(E)))V est un sous-A-module, d’ott 7(®~1(Ey))V = V. De plus, pour p # \, on a :

T(@HE)V = m(@7H(E,)) o m(@THEN)V = m(®7(E,) P (E) V =0

=0

d’ot 7(z) = 7(®~(E\)z) pour tout z € A. Or 'application :

O (E\)A — End(V*)
O YENT —  7MNx)

est un isomorphisme d’algebres. On peut ainsi voir (7, V') comme représentation irréductible
de End(V?). On dispose d'un isomorphisme T : V — V* tel que, pour tout = € A :

Ton(® Y Ey)r) = 7P (E\)z)oT

donc (7, V) = (7}, V). O

CONSEQUENCE : On peut identifier I'ensemble A de 1) avec l'ensemble A des classes
d’équivalence des représentations irréductibles de A. En particulier, A est un ensemble fini et

on peut écrire (|1.2]) comme :
oA @ End(V?) (1.3)
PYV|

Soient A donné par (L.3) et (p, W) une représentation de A de dimension finie. Notons U A=
Hom(V*, W) pour A € A.

On munit I'espace vectoriel U* ® V* d’une structure de A-modules via I’action définie par :
a-(uy®@vy) =uy® (a-vy) Ya€ A, Yuy, € U et Yoy € VA, (1.4)

qu’on étend par linéarité a U* @ V.

Proposition 1.2.14. L’application S définie par :

S @/\EAU’\@)V/\ — w (1.5)
AU ®@ vy > Yo aua(vy) '
est isomorphisme de A-modules.
De plus, on a, pour tout x € A :
St op(x)oS =P I ® 7 (x) (1.6)

AeA

Démonstration. Posons, pour A € A, P, = p(®~1(E))). Comme p est une représentation, il
vient :
\V/M,)\G.A, P)\PMZ(S/\NP)\ et ZP)\ :]W
xeA
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Ainsi, W = @ W?*, ot W* := P\W et p(®~1(E,)A)WH = §,,W?*, donc le sous-espace W* est
AeA
un module pour ®~(E))A = End(V?). On dispose alors d'un isomorphisme Sy : U* @ V* —
W* de End(V*)-modules. Mais comme S = @ S, S est un isomorphisme de A-modules.
AeA
La preuve du dernier point de la proposition est omise, cf. [GW09]. O

Proposition 1.2.15. Soient A une algébre et (p,V') une représentation de A complétement ré-
ductible. Alors p(A) est une algébre semi-simple.

Démonstration. Cf. [GW09). O

1.2.2 Représentations restreinte et induite

Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G, (p, V') une représentation du groupe G de
dimension finie et (u, F') une représentation du groupe H de dimension finie.

Notation 1.2.16. On note C[G, F| l’ensemble des applications ensemblistes de G dans F'.

Définition 1.2.17. On définit deux nouvelles représentations :
e ResSp: H— End(V) la restriction de p a H.
e En posant 7, := {f € C|G,F] |Vh € H, Vg € G, f(gh) = u(h)'f(9)},
Ind$: G — End(Z,)

Iy — Z,

g = {f — L(g)(f)

ou L(f)(9)(x) = f(g~"z) pour z € G.

Théoréme 1.2.18. (Frobenius) On a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

Homg(p, Indf (1)) = Hompy (Resg(p), ) (1.7)

Démonstration. Cf. [GW09] section (4.4.1). O

Corollaire 1.2.19. Si de plus V' et F' sont irréductibles, alors :

Multiplicité de p dans Ind$(p) = Multiplicité de p dans Res%(p). (1.8)
Démonstration. Cf. [GW09] section (4.4.1). O
DEMESMAY Yoann Mémoire M2R 24 juin 2024
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Chapitre 2

Représentations irréductibles de G,

Les résultats de chapitre se trouveront essentiellement dans [CSST10] et [CAV1T].

2.1 Partitions, tableaux de Young

Définition 2.1.1. Une partition d’un entier n € N* est une suite d’entiers strictement positifs
Ay A tels que Ny > X > o> Noet [N =X\ =n.

Notation 2.1.2. On note A = (A\1,...,\,) une partition de n et P, 'ensemble des partitions
de n.

Définition 2.1.3. Soit A = (A, ..., \.) une partition. La multiplicité de indice i € {1,...,r}
dans X\ est le nombre, noté m;(\), défini par :

mi(A) :== Card{j | \; = i}.

Exemple 2.1.4. n =6, A = (3,2,1), mi(A) = ma(N) =mg(\) = 1.

Définition 2.1.5. Soit n € N* et 0 € &,,. On appelle type de o le n-uplet (i1, ..., i,) ou ij,
j€{1,...,n}, désigne le nombre de j-cycles dans sa décomposition (unique) a supports disjoints.

Notation 2.1.6. On note T'(0) le type de 0 € G,,.

1 23 45

9 3 4 5 1),alorsT(a)—(O,O,O,O,l).

Exemple 2.1.7. 0 = <

Proposition 2.1.8. Pour tout n € N*, on dispose d’une bijection entre [’ensemble des types des
permutations de &,, et [’ensemble des partitions de n.

Démonstration. Cf. [CSST10] (3.1.1). O

L’introduction de la notion de partition d’un entier est justifiée par les deux résultats clas-
siques mais importants qui suivent :

Théoréme 2.1.9. Soient n € N*, 0 et 7 € &,,. Alors s’équivalent :

(€6, T=60006 ") <= (0 et T sont de méme type)

14
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Démonstration. Résulte immédiatement de I'égalité : 0o (ay,...,ar) o0t = (o(ay),...,o(ax))
pour o € S, k€ {2,...,n} et ay,...,a, € {1,...,n} distincts deux a deux. ]

Théoréeme 2.1.10. Soit G un groupe fini. Le nombre de représentations irréductibles de CG est
égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Remarque 2.1.11. G étant fini, le théoréme assure en particulier qu’il n’y a qu’un nombre
fini de représentations irréductibles.

CONSEQUENCE : Il y a autant de représentations irréductibles de CS,, que de partitions de

Définition 2.1.12. Soientn € N* et A = (A\q,..., \,) une partition de n. On appelle diagramme
de Young de )\ l’ensemble :

Dy :={(i,j) €Z* |1 <j <N}

Remarque 2.1.13. Afin de se représenter visuellement les diagrammes de YOUNG, on procéde
ainsi : pour une partition X = (A1,...,\g), on lui associe un diagramme d ¢ lignes et chaque
ligne contient Ay boites vides puis on identifie chaque élément (i,7) de Dy d la boite vide de ce
diagramme se situant da la 1-éme ligne et j-iéme colonne.

Exemple 2.1.14. Pour n =14, on a

A=(4,3,2,2,2,1) ~ et p=0(55211)~

Définition 2.1.15. Soient n € N* et A = (\y,..., \¢) une partition de n. On appelle tableau de
Young de forme X\ toute application f de Dy a N*.

1l est dit semi-standard si les nombres sont croissants selon les lignes et strictement croissants
selon les colonnes.

Il est dit standard si lapplication f est en bijection avec {1,...,n} et si les nombres sont
(strictement) croissants selon les lignes et les colonnes.

On définit les ensembles :

STab(X) := { Tableauz de Young de forme A standards}

et
STab(n) := | J Stab(N).
AFn
Exemple 2.1.16. Pourn =6 :
12]3] 114]5]
3|7 € STab(\) A= (3,2,1) ~ 216 € STab(N)
4 3
— —
Pas standard / Semi-standard Standard / Semi-standard
DEMESMAY Yoann Mémoire M2R 24 juin 2024

Page 15



Université de Reims Champagne-Ardennes Université de Strasbourg

Notation 2.1.17. On note, pour A € P,, Num(\) l’ensemble des tableauzr de YOUNG ou
Uapplication f : Dy — N* est une bijection sur l’ensemble {1,...,n}.

Définition 2.1.18. Soient n € N* et A € P,,. On définit une action (d gauche) du groupe S,, sur
lensemble Num(\) par :
S, x Num(\) — Num()\)
(0,T) —  o.T

ot le coefficient g,y € {1,...,n} de (x,y) € Dy est envoyé sur o (i), pour tout (x,y) € Dy.

Exemple 2.1.19. Pourn =6, A = (3,2,1) et 0 = (1,2) 0 (3,6) € Sg, on a :

1/3[4]
T:=15|2 ~ o1 =
6]

6]4]
1 .

‘OOOTL\D

Définition 2.1.20. Soient n € N*, A € P, et T' € Num(\). On appelle :

e Groupe des lignes de T le sous-groupe de S, qui, pour chaque ligne de D), stabilise
le sous-ensemble de {1,...,n} constitué des entiers qui remplissent les boites de la ligne
considérée.

e Groupe des colonnes de T le sous-groupe de S,, qui, pour chaque colonne de D), stabilise
le sous-ensemble de {1,...,n} constitué des entiers qui remplissent les boites de la colonne
considérée.

Notation 2.1.21. Le groupe des lignes de T sera noté R(T) et celui des colonnes C(T).

Exemple 2.1.22. Pourn=3 et A= (2,1). T' = 213 ‘, on a R(T) ={lds,,(2,3)} = Z/2Z et

C(T) = {Ids,, (1,2)} = 7,27 1

Définition 2.1.23. Soientn € N*, A € P,, et T € Num(\). On définit les deux éléments suivants
de CG,, :

ar = 0y et bp = Z €(0)d,-
ceR(T) oeC(T)

Le symétriseur de YOUNG associé a A den et a T est l’élément de l'algébre CS,, défini par :

Cr = CLTbT.

\.

Exemple 2.1.24. En reprenant n, X et T de ,ona:ar = 5Ide;3 +0(2,3), br = 5lde;3 —0(1,2)
et ¢cr = dras, — 0(1,2) + 9(2,3) — 0(1,3,2)-

Définition 2.1.25. Soient n € N*, A € P,,, T € Num(\). On définit Vp l'idéal a gauche de CS,,
engndré par cr, i.e., Vp := C&,.cr.

Si T € Num(\) est la numérotation de \ dans l'ordre d’écriture occidental par les entiers 1,...,n
pris dans cet ordre, alors on note Vy := V.

Exemple 2.1.26. Pour n = 6, on a les différents éléments de X dont la numérotation de \ est
dans Uordre d’écriture occidental par les entiers 1,2,3,4,5,6 pris dans cet ordre :

e A=(6) :T=[1]2]3]4]5]6]
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1
2]
3
e A=(1,1,1,1,1,1) : T = ik
5
16
1/2]3]
e A=(3,2,1) : T =45 .
6]
12
e A=(2,2,2) : T=34|
56

Le résultat fondamental suivant justifie I'introduction de symétriseur de YOUNG et permet
de construire explicitement les représentations irréductibles de &,,.

Théoreme 2.1.27. Soient n € N* et A € P,. Le CS,,-module V\ est irréductible. De plus, si
A # € Py, les CS,-modules V) et 'V, ne sont pas isomorphes (comme CS,,-modules).

Démonstration. Cf. [CAV1T] section (2.2). O

Remarque 2.1.28. Par ce qui précede, on obtient ainsi une construction explicite de chaque
représentation irréductible de CS,, pour chaque n € N*.

Exemple 2.1.29.

eneN, A=(n), T=[1]2]3][n]-onaRT)=6,, C(T)={lds,} et cr = 3 0,.
ce6,
On a dim(Vy) =1 et c’est la représentation triviale car {cr} est une base de Vy et 0, - cr = cp

pour tout o € G,,.

eneN, AN=(1,...,1), T="":0onaR(T) ={lds,}, C(T) =6, etecr = 3 0,. On a

: oeB,

dim(Vy) =1 et c¢’est la représentation signature car {cr} est une base de Vy et 6, - cp = €(o)cr
pour tout o € S,,.

en=3 0= (21, T=1 2] on a R(T) = {Ide,, (1,2)}, C(T) = {Ids,,(1,3)} et

cr = 51d63 +0(1,2) — 0(1,3) — 5(52). La représentation V) est par définition 'application :

{V,\ — V)\
X —
Yy — x*y

Fizons €1 = 51dC3 €y = (512), 63 = 513), €4 = (523 65 = (5(1’273) et €g — 5(1,372). Alors

gbi (CGg — 663

x > I X% CT
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est clairement linéaire et d’image V. Un calcul élémentaire d’algébre linéaire nous donne une

1 0
1 1
base de V), a savoir _01 , _01 . En particulier, on a dim(V)) = 2. On en déduit alors,
0 1
—1 —1
une fois cette base B fixée, la représentation via les {p(e;)}icq,..6), @ savoir :
1 0 1 1 -1 0
Olds, = 0 1 O(1,2) — 0 —1 0(1,3) 1 1

0 -1 -1 -1 0 1
O(2,3) — 1 0 0(1,23) — 10 01,32 — 1 -1/

2.2 Fonctions de Schur

Fixons X1,..., X, n variables, n € N*,

Définition 2.2.1. Pour un n-uplet « = (o, ...,q,), on pose :
X=X X,
On définit le polynome a, par :

ceG,

Remarque 2.2.2. (a, # 0) <= (Vi # j, o; # o)

Définition 2.2.3. Soit A une partition de n. La fonction de Schur associée a \ est le quotient
de ayys par as, o d = (n—1,n—2,...,1,0) et ou A+ § désigne la somme terme a terme.

Remarque 2.2.4. On étend la définition de partition en adjoignant des O si la partition n’est
pas un n-uplet afin que la somme A+ & ait un sens.

Proposition 2.2.5. Soit A\ une partition (au sens élargi, cf. remarque ) d’un entier d € N*.
Alors sy est un polynome a coefficients dans Z, symétrique et homogéne de degré d.

Exemple 2.2.6. n =2, A = (2,1). Alors § = (1,0) et A+ 0 = (3,1). On a donc :
aris = XiXo — X1 X5 et as = X, — X

Ainsi,
8(271)(X1,X2) = X12X2 + X1X22

Définition 2.2.7. Soient \ une partition de n et T € Stab(\). On définit :

e (crochet) Pour (i,j) € Dy, Hx(i,7) :=={(i,y) € Dx |y > j} U{(z,j) € Dy |z > i}.
Autrement dit, un élément du crochet Hy(i,7) est un élément du diagramme de YOUNG
situé ou bien sur la méme colonne et en dessous que (i,7) € Dy, ou bien sur la méme ligne
que (i,7) € Dy et a sa droite.

o h)\(Z,j) = CaTd(HA(Zaj))
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Exemple 2.2.8. Pourn =5 et A= (2,1,1,1), considérons :

Y Y )

2]

T>\ =

‘cn‘hu‘oo —

(1,2),(2,1),(3,1),(4,1)
5, ha(2,1) = 3, et hy(1,

w—/

Alors Hy(1,1) = {(1,1),
{(1,2)}, puis hy(1, ):

Comme CS&,, est semi-simple, la formule donnée en (1.3)) fournit 'isomorphisme d’algébres

S, = P End(Vy)
AEP,

l\')

)=1.

ou les (V)\)aep, désignent les représentations irréductibles non équivalentes deux a deux de CS,,.

Le résultat suivant permet de déterminer la dimension de chaque représentation irréductible
Vi

, A(( )) = {(271)7(371)7(4’1)} etH}\((l’Q)) =

[ Théoréme 2.2.9. Soient n € N* et A € P,. On a dim(V)) = Card(STab()\)).

Démonstration. Cf. [CSST10] section (3.2.2). O
Exemple 2.2.10. e A=(n)~| | |--:| | |: c’est la représentation triviale.
e A=(1,...,1) ~—: c’est la signature.

e n=4, A= (2,1,1) : 3 tableauzx de YOUNG de forme A standards.

2| [1]3] |1]4]

1 1 1
S0 120 2
4 4] 18]

Cependant, on se rend compte rapidement qu’il est tres compliqué de déterminer naivement
le cardinal d’un ensemble STab(\) pour une partition arbitraire. La formule suivante permet
de résoudre ce probleme.

Théoréme 2.2.11. ("Hook length formula')
Soit A\ une partition de n. Alors on la formule suivante :

n!
Card(STab(\)) = .
(5Tab(2) I ha(z,y)
(Cl77y)€D/\
Démonstration. Cf. [GW09] section (9.1.2). O
Remarque 2.2.12. o [l existe plusieurs preuves de cette jolie formule. Une utilise les fonc-

tions de SCHUR.

o C(ette formule nous permet de connaitre les dimensions de toutes les représentations irré-
ductibles de CG,,.

DEMESMAY Yoann Mémoire M2R 24 juin 2024

Page 19



Université de Reims Champagne-Ardennes Université de Strasbourg

Exemple 2.2.13. — n=4:
e A= (4) ~ Card(STab(\)) = 1.
e A= (1,1,1,1) ~» Card(STab(\)) =
e A= (3,1) ~ Card(STab(\)) = 3.
e A= (2,2) ~ Card(STab(\)) =
e A=(2,1,1) ~ Card(STab(\)) = 3.
Conclusion : Deux représentations irréductibles de dimension 1, deux de dimension 3 et

une seule de dimension 2. Ainsi, apres avoir fizé une base des espaces vectoriels de chaque
représentation on obtient l'isomorphisme d’algebres :

CG, = C® @ My(C) @ Ms(C)*?

(5) ~ Card(STab(\)) =

(1,1,1,1,1) ~ Card(STab( ) =
(4,1) ~» Card(STab(\)
(3,2) ~ (
(2,
(

)=
Card(STab(X)) =

2,2,1) ~ C’ard(STab()\)) 5.
3,1,1) ~ Card(STab()\)) = 6.
(2,1,1,1) ~» Card(STab(\)) = 4.

On obtient de méme l'isomorphisme d’algébres :

C85 = € @ My(C)™ & My(C)7? © My(C).

A
A
A
A
A
A=
A=

2.3 Diagrammes de Bratelli

On a déja déterminé pour n € N* quel était le nombre de représentations irréductibles de
CG,,, leur dimension mais également leur construction explicite. Nous allons voir désormais
comment obtenir les représentation de CS,,,; a partir de celles de &,, par récurrence et voir
le lien avec les représentations induites ainsi que les restrictions. Remarquons d’abord qu’on
peut pour tout k£ € N* identifier & a un sous-groupe de &y, via le morphisme injectif fixant
(k+1). Ainsi, on peut considérer la suite croissante de groupes (S )ren+. Pour cela, étant donné
A€ P, et u € P,iq, on notera A — p si p est obtenu, via sa représentation en diagrammes de

YOUNG, en ajoutant une boite D a .

Exemple 2.3.1. ¢ n=3, A=(2,1) ~ ‘—> || e = (3,1) mais
A= (21) v o e = (1,1,1,1)
e n=4, A= (2,2) ~ — e 1= (3,2,1) mais
[ |
A=(2,2) ~ - e~ fp=(3,1,1)
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A= (3,2) L L iy

Proposition 2.3.2. On a les isomorphismes :

Resg" Vi = €DV, (2.1)
U=
HEPy
Indg™'V, =2 @ V,. (2.2)
A—=p
PEPn
En particulier, en notant dy := dim(Vy) pour A € P, on a :
d, = ZdA. (2.3)
A=
Démonstration. Cf. [GW09]. O
Remarque 2.3.3. e On connaissait déja la dimension d’une représentation Vy pour \ €

P... L’égalité permet d’éviter d’oublier certaines représentations dans la construction
par récurrence du diagramme de BRATELLI.

e On wverra plus tard une généralisation de la construction de ce diagramme a des suites
croissantes d’algebres semi-simples.

Exemple 2.3.4. R6864V31 = V D ‘/(271) et ]ndggv(l,u) = ‘/(1 1,1,1) D ‘/(27171).

bty

On représente ci-dessous le diagramme définit précédemment pour n allant jusqu’a 5.

0

LI 1 H
/N TN S
=5 1 T 1T [TTT] [1] []
" 40 SHE s ﬁﬂ e - H 1
Les nombres a coté des partitions sont les dimensions d.
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Chapitre 3

La dualité de Schur-Weyl

3.1 Tenseurs symétriques et antisymétriques

On rappelle dans cette section des résultats élémentaires sur les tenseurs symétriques et
antisymétriques qui seront utiles pour la suite.

On fixe V un espace vectoriel complexe de dimension finie n € N* et £ € N*.

k
Définition 3.1.1. ¢ Un tenseurt € QV est dit symétrique si pour tout s € Sy, oi(s)(t)
t.

k
On note SymF (V') le sous-espace vectoriel de @V des tenseurs symétriques.

k
e Un tenseur t € QV est dit antisymétrique si pour tout s € &y, oi(s)(t) = e(s)t.

k
On note Ant*(V') le sous-espace vectoriel de @V des tenseurs antisymétriques.

Remarque 3.1.2. On a Sym*(V) N Antk(V) = {O K }
KXV

k
Définition 3.1.3. On définit deux endomorphismes de QV :

e 1
(symétrisation) s := ] > ou(s)

(3.1)
ECISIGYR
. fpe 1
(antisymétrisation) aj = o €(s)ox(s) (3.2)
k'SGGk
Proposition 3.1.4. On a Sym*(V) = Im(sy,) et Ant*(V) = Im(ay).

Démonstration. On a évidemment I'm(s) C Sym*(V) et Im(a;) C Ant*(V). Enfin, il suffit
de remarquer que si |gymr(v)= Ldsymrvy €t Gk | ank ()= Tdaper vy ]
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Proposition 3.1.5. On a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :
Sk k
Sym*(V) 2 @V/N, (33)

Antt(V) 2 éV/Jk (3.4)

ot Ny = Veet{t — ou(s)(t) | s € Gy, t € @V} et Jp = Vect{t — e(s)on(s)(t) | s € Gk, t € @V}

k
Démonstration. 11 est clair que pour s € &y et t € QV, (t — ox(s)(t)) € Ker(sg) et (t —

€(s)or(s)(t)) € Ker(ay),d’ou N C Ker(sg) et Jp C Ker(ay). Deplus, t = (Id — si)(t) +sx(t) =
—_————
€Ny
(Id — ay)(t) +ax(t). Ainsi, Ker(sg) = Ny et Ker(ay) = Ji, d’ou les isomorphismes par la pro-
J
€Jk

position (3.1.4]). |

Théoréme 3.1.6. 1. SymF (V) admet pour base {sp(e; ® ... ®¢;, |1 <4 < ... <ip <n}.

En particulier, dim(Sym*(V)) = (”Hlj_l).

2. Ant*(V') admet pour base {ay(e;, ® ... Qe;, |1 <iy <...<ip <n}.

En particulier, dim(Ant*(V)) = (Z)

Démonstration. Cf. [BER10] section (2.3). O

Remarque 3.1.7. o Lorsque k > dim(V), Ant*(V) = {O K }
0%
e VRV =Ant*(V)® Sym?(V) ce qui n’est plus vrai lorsque k > 3.

k
La derni¢re remarque affirme que lorsque k& > 3, on n’a plus @V = Sym*(V) @ Ant*(V);
la section suivante va nous permettre de déterminer ces supplémentaires dans la décomposition

k
de QV.

3.2 Une premiere décomposition

On se référera pour les résultats classiques de cette section a [GW09], et [CAV1T].

3.2.1 Théoréme du double commutant

Définition 3.2.1. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Pour n’importe quelle partie

S C End(V), on définit :
Comm(S) :={zx € End(V) |zos=sox VseS}

qu’on appelle le commutant de S.

Remarque 3.2.2. 1. Sip: A — End(V) est une représentation, alors Comm(p(A)) =
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2. Comm(S) est une algébre d’unité Iy, sans que S en soit nécessairement une.

tant une décomposition en somme directe de représentations irréductibles (p;, V;)ie{l,.‘.,kz}; ie. :

p2 P et V@vem (3.5)
i=1

=1

Alors on a un isomorphisme d’algebres :

\.

Proposition 3.2.3. Soient A une algébre et (p, V') une représentation de dimension finie admet-

End (V) = @ka (). (3.6)

Démonstration. Le résultat repose sur le lemme de SCHUR, a savoir : (i, V') est une repré-
sentation (de dimension finie) irréductible si, et seulement si End4(V) = {\dy | A € C}.

Pour i € {1,...,k}, on a, sur chaque composante V;°™, en choisissant une base de V; et par
concaténation de ces dernieres, une application :
ﬁi A — Mml dim(%)(c)
pi<a) OMdim(Vi)((C) e OMdim(Vi)(C)
a4 — OMdim(Vi)((C) pi(a)
OMdim(Vi)(C)
OMdim(Vi)(C) T OMdim(Vi)(C) pi(a)

En utilisant le lemme mentionné précédemment a chaque p(a;) et via un simple calcul matriciel
de matrices par blocs, on obtient une application :

0i: Endy(V) — ‘ My, dim(v;)(C) '
Ty ldgimeyvyy  Tioldaimeyiy 0 T L daimvy)
T xéllddim(%) $§21ddim(w) :

x:'nillddim(vi) T ilfinimi[ddim(vi)
ou (i ) € C™. Ceci étant pour un i € {1,...,k} arbitraire, on en déduit aisément un isomor-
phisme d’algebres via la concaténation de chaque base par ’application :

U: BEndyV) = @M, (C)
=1
x — (), -+ (@)

[]

Soit A C End(V') une algebre semi-simple, posons B := Comm(.A). L’espace vectoriel AQB
peut étre muni d’une structure d’algebre via la multiplication (a ® b)(a’ ® V') = aa’ ® bb' et
on peut identifier A (respectivement B) a la sous-algebre A ® 15 (respectivement 14 ® B) de
A ® B. On peut alors voir de méme (p, V') comme une représentation de B par la preuve qui
précede (les (), pour i € {1,...,k} fournissent une représentation U; de dimension m; et
apparaissant dim(V;) fois dans la décomposition de (p, V')). On peut ainsi voir la représentation
(p, V) comme une représentation de A ou de B, i.e. :

=1

112

@kUEB dim(V;)

i=1

A—module B—module
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De plus, comme les images de chaque représentation commutent, on peut voir (p, V') comme
une représentation de l'algebre A ® B en définissant, pour i € {1,...,k}, Iaction :

Vae A, Yoe B, YueV, YveU;, (a®b)- (u®@v)=(a-u)® (b-v) (3.7)

qu’on étend par linéarité a V; @ Us.
CONSEQUENCE : On a, pour tout 7 € {1,...,k} :

Multiplicité de V; = Dimension de Us;.
Multiplicité de U; = Dimension de V.

et
v o~ PViel. (3.8)
=1

N
A®B—modules

En vertu de (1.5)), on en déduit que U; = Hom4(V;, V). On rappelle qu'on a également 1’iso-
morphisme d’algebres :

A= P End(V;) @ Iy,. (3.9)
=1

On est en mesure d’énoncer le théoréeme essentiel suivant :

Théoréme 3.2.4. (Double commutant)
L’algébre B est semi-simple et Comm(B) = A. De plus, on a :

B=P Iy, ® End(U;) (3.10)

=1

..........

tivement les B-modules irréductibles) deux a deuz non équivalents.

De plus, les sous-espaces V; @ U; sont irréductibles et sont mutuellement non équivalentes
comme représentations de A ® B.

.

Démonstration. Cf. [GW09] section (4.1.5). O

3.2.2 La dualité de Schur-Weyl

On fixe dorénavant V' un espace vectoriel complexe de dimension finie et £ € N* un entier.

Définition 3.2.5. On définit deux représentations (de groupes) (pr, VEF) et (o, VEF) par :

* Pk_-
pr: GL(V) — End(V®F)
Y ®k — v ©k (3.11)
g =
VO...0 v, —— g1 ... gug
¢ Ok -
o 6 — End(V®F)
Yok — Y ®k (3.12)
s —
M. 0V —— Vs=1(1) ... Vs—1(k)

Et on considére leur extension naturelle (et unique) (cf. (1.1)) auz algébres de groupes que lon
notera encore py et oy.
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Théoréme 3.2.6. Notons A := pp(CGL(V)), B := 0,(CSy).
Alors A = Comm(B) et B=Comm(A).

Démonstration. CSy, étant I'algebre de groupe d’un groupe fini, B est semi-simple. Par le théo-
reme du double commutant, il suffit de montrer que A = Comm(B).
Pour g € GL(V) et s € &, on a px(g) o 0x(s) = ox(s) o pr(g), d’out A C Comm(B).

Fixons {ej,...,e,} une base de V. Pour I = (iy,...,4;) un k-tuple ordonné, 1 < i; < n, on
note ey 1= ¢;, ®...®e;,, de sorte que A := {eI}IC{1 _n}k est une base de V®*. On définit une ac-
S, x A — A

tion de groupe de & sur A par :
SOtP g P (s,e1=¢;,@...@¢;,) — seri=e; , ®...0¢ ,

Pour T' € End(V®), notons [ar ;] sa matrice relativement a A. Pour J C 1,...,n* on a:
T@J = Z ar jer
Ic{1,..,n}*

Pour s € Gy, on a :

T(ox(s)es) = Xrars.ser

ok(s)(Tey) =X rarj€sr = Y1 Gs-1.1. €1
Ainsi, on a :

T € Comm(B) <= VI,J C{1,....n}* as157 = ars(*) (3.13)

Lemme 3.2.7. L’application ¢ définie par :

¢ : End(V®*) x End(V®*) — C
(X,Y) — Tr(XY)

est une forme bilinéaire non dégénérée symétrique dont sa restriction d l'algebre Comm(B) est
également non dégénérée.

.

Démonstration. La bilinéarité et symétrie de ¢ découle des propriétés élémentaire de la trace.
En notant [z;;] la matrice de X € End(V®*) relativement a une base de V®* et F;; la matrice
élémentaire, on a (X E;;) = xj;, ce qui prouve la non dégénérescence de .

Pour X € End(V®), on note X* := 5 ¥ s, on(s) 0 X o oy(s) 1.
Pourt € G, on a:

1
or(t)o Xt = — 3" op(t) o op(s) 0 X o oy (s)
k!
SEGk
Z (tos)oXooy(s)™!
€6y
Z (tos)o X oop(s) ™ oop(t) ™t oou(t)
€6y
k—z@: k(tos)o X ooap(tos) oot
1
——'Z OXOO'k()IOO'k<t)
ued),
= X% o 0u(2)
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d’ott X* € Comm(B). De plus, application X + X* est surjective sur Comm(B) car X* = X
si X € Comm(B).

De plus, pour T' € End(V®), on a :

(T, X*) = kl' > tr(T ooy(s) o X oop(s) ™)

T seGy

1
=7 Z tr(T o X)

sEG
=tr(T o X)
= (T, X)

Notons ¢ la restriction de ¢ & Comm(B). Soit T' € Comm(B) tel que ¢(T,Y) = 0 pour tout
Y € Comm(B). Alors pour tout X € End(V®), (T, X) = ¢(T, X*) = 0 par ce qui précede,
d’ou T' = 0pyq(ver) par non dégénérescence de . O]

Conséquence du lemme : Il suffit de montrer que A+ := {T" € Comm(B) | VU € A, p(T,U) =
0} = {0gnaver)} car on a, par non dégénérescence de @, Comm(B) = A @ At

Pour ¢ € GL(V) et 5 € {1,...,n}, on a g(e;) = > giei, donc pip(g) a pour matrice
91.0 = Girjr - - - Girjo- Pour T € A+ de matrice [ar 5], on a donc pour tout g € GL(V) :

> g9 - Yig, =0
I,Jc{1,..n}k

La fonction g — (T, pr(g")) est une fonction polynomiale sur M, (C) s’annulant sur GL(n, C)
donc nulle par densité.
On obtient ainsi :

Z a’Lthjl ce inkjk =0 V[[L’l]] € Mn(C) (314)
I,Jc{1,..n}k
Reste a voir que ((3.13) + (3.14)) = (ar; =0 VI,J C {1,...,n}").
On consideére 'ensemble Q := {1,...,n}* x {1,...,n}*. On considére I'action de groupe :

Gk x 0 —_ 9]
(s,(I,J)) — (s.1,s.J)

D’une part, par (x), T' € Comm(B) si, et seulement si 'application (I, .J) — a; ; est constante
sur les orbites de 'action définie ci-dessus.

Soient (1,J) = ((41,---,), (J1,---,Jx)) et (I',J") = (@), ..., 4%), (J1, -, J)) tels que xp; =
zp . On dispose d'un p € {1,...,k} tel que Ty jr = Tipjy - En itérant le processus, on obtient
une permutation s € &y, tel que xp ;= 51.5. De plus, il est évident que pour tout s € &,
et pour tout (/,J) € Q, x(1.5) = ¥(s.1,5.7)- Ainsi, en considérant un ensemble de représentants
O distinct 2 a 2 sous 'action définie ci-dessus, on a que pour o, 8 € U,z, = 25 <= «a # S.
Notons enfin, pour o € U, 7, := Card(Sy.«). D’autre part, par (xx), on a :

Z NaGalao = 0

acl
Mais comme les {z, }aers sont linéairement indépendants (car tous différents), on a que a, =0
pour tout a € U, i.e. T' = Oppq(yer). On a donc finalement At = {0gnaqver) }- ]
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Corollaire 3.2.8. Soient k,n € N*. Alors il existe des GL(V')-modules irréductibles deux a

.....
.....

k
RV =P'F e E; (3.15)

=1

comme pr(CGL(V)) ® 0x(C&y)-modules.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la décomposition (3.8) aux algebres A := pi,(CGL(V)) et

3.2.3 Construction de Weyl

k
Soient k,n € N*. On a déja montré la semi-simplicité de @V, V étant un espace vectoriel
(complexe) de dimension n, comme représentation de GL(V') définie en (3.11]). Rappelons que,

k
pour une partition A de k, on a une application linéaire ¢, € End(®V) définie par I'idéal a
gauche C&y.cy sous l'action définie en (3.12)). L’objectif de cette section est de construire les
représentations irréductibles de GL(V') apparaissant dans (3.15]).

Définition 3.2.9. On pose S\(V) :=Im <c>\ | ) On définit le foncteur de Schur par
(3%

Sy: Vecte — Vectc

ou Vectc désigne l'ensemble des espaces vectoriels complezes.

Proposition 3.2.10. Les (Sx\(V))xep, sont ou bien nulles, ou bien des représentations irréduc-
tibles de GL(V'). De plus, on a :

év = P sa(v)em™ (3.16)

AEPy
ot my = Card(STab(\)).
Démonstration. Cf. [CAV1T] section (3.2). O
Exemple 3.2.11. — k = 2, V espace vectoriel compleze de dimension deuzx, {e1,es} base

de V.
e AN=(2), Ty =[1]2] ery = rag, +002) ~ SA(V) = Sym?*(V),

e A=(L1), Tr = ; cry = O1as, — 0(1,2) ~» SA(V) = Ant*(V).
d'ou V@V = Sym?*(V) @ Ant*(V)

dim=3 dim=1
— k =3, V espace vectoriel complexe de dimension deuzx, {e1,ex} une base de V.

e A=(3), Th =[1]2[3], er, = drae, +901.2) +0(13) +0(2.3) + (123 + 032 ~ SA(V) =
Sym3 (V).
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, Cy, = 51d63 —61,2) — 0(1,3) — 0(2,3) + 9(1,2,3) + 91,32) ~ Sa(V) =

1]2]

L4 )\:(2,1),T3:
61—€1®€1®€2;7€1®62®62—€2®€2®61}~

, C\ — 51d63 — 5(1’3) + 5(172) — 5(1,372) ~ S)\(V) = V@Ct{€2 ®Xer®

3
d’ot @V = Sym®*(V) &S (V) 2.
—_— Y—
dim=4 dim=2
Vérifions que Sx(V') est bien un CGL(V)-module. Considérons g € GL(V') et soit M =
(Z 2 sa matrice relativement a la base de V {eq,es}. Alors on a p3(g)(e2®@e1®e;—e1 ®

e1®ey) = (a2d—abc)(ea®e;@e;—e;®ea®er )+ (b2 —acd) (e;@es@ey—ea ey @ey) € Sy (V)
et p3(g)(e1 ®ea ®eg —ea @ e ®ey) = (b?c — abd)(ea @ ey @ ey — e @ ey @ es) + (ad® —
bed)(eg ® ea ® €2 — ea ® e ® e1) € S\(V) d’ou le résultat.

1]3]
2

N k e N
SA(V) := @Veg. On vérifie facilement que Sy(V) = Vect{ea®e; @e; —e1 ey R e, 61 ®

ea®ey—ey®e; ®egt.
On considere application linéaire définie par :

Considérons maintenant T = , alors cp = 5Id63 — 0a1,2) + 01,3) — (123). Notons

©: Sa(V) — SA(V)
eaReRe—e1Re ey —> e e —ep Qe e
e1Rea®ey—eaReaR®e; —r 1R eaR ey —ey Qe Rey

1l est clair que @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, on vérifie aisément
que ,03(9)(62®€1®€1—€1®€2®€1) = (GQd—abC)(€2®€1®€1—€1®€2®61)+(502—a0d)(61®
esRes—es®e1®es) = (p3(g)(ea®@e;®e;—e1®e1®es)) et p3(g)(e1Res®es—ea®e;Resy) =
(b%c — abd)(es @ €1 @ €1 — €1 ® 1 ® e3) + (ad® — bed)(e1 ® ea @ 63 — €3 @ €9 @ €1) =
0(p3(g)(e1®ea®es —ea ®ea ®eq)). Ainsi, on a bien un isomorphisme de représentations
© .
SA(V) Z Sx(V).
— k =3, V un espace vectoriel compleze de dimension trois, {e1, e, €3} une base de V.

ces

; 01, = Ordg, — 0(1,2) — 0(1,3) — 0(2,3) + 0(1,2,3) +9(1,3,2) ~ Sa(V) =

Ant3(V).

1]2]

e A=(2,1), T3 = » €x = 014, — 01,3 T 0(12) = 01,32) ~ Sa(V) = Vect{e; ®e2 ®
e3—e3Rea®erFea®@e ez —eaRe3®er,eez3@er —ea®Wez3@e;+e3®e; @
er—e3@ers e, 2e,Qe Qe —e;Re;RVe;—e; Qe ®e;,i,j € {1,2,3}, i #j}. doi
3
RV = Sym*(V) & Sp1 (V) ®2 @ Ant*(V).

—_———

~— N—
dim=10 dim=8 dim=1

On rappelle que les (Vi) ep, désignent les représentations irréductibles de &;. On arrive a
I'un des résultats centraux de ce mémoire.
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Théoréme 3.2.12. (Dualité de Schur-Weyl) Soient V un espace vectoriel sur C de dimension
finie et k € N*. Alors on a une décomposition en Sy x GL(V)-représentations irréductibles de

k
RV comme suit :
k

QRQV= P VieS\(V) (3.17)

AEPy
¢(\)<dim(V)

Démonstration. On a déja vu la décomposition. Voyons désormais qu’on peut se limiter aux
partitions de k£ de longueur au plus égale a la dimension de V. Soit A = (Ay,...,\) une
partition de k. Pour j € {1,..., A1}, on note C; le sous-groupe de & préservant la j-ieme
colonne de T" et n; le nombre d’entrées dans la j-ieme colonne. Alors on a C(T') = C;...C), et

k n;
RV = ®’\1 <®V). On se donne un tenseur pur v;, ®...®v;, tel que pour tout p € {2,...,/},

les 1nd1ces de la Y07 1 ns-iéme position a la Y°F_; n;-iéme position sont dans la p-ieme colonne.
Pour s = s1...s5),0us € Cypourt € {l,...,A\1}. On a:

) (@v ®. . .® ®v) — ou(s) (@v) ... ®0x(s) (@v)

et donc
5%

) <(§)V® ®®V) Ant™ (V) @ ... ® Ant™ (V)

Or ¢ = ny donc si £ > n, Ant*(V) = {O . } et donc oy (br) (éV) = {0 A } mais alors
(%%

(%%
(8-

v
Enfin, on admet que S)(V { } lorsque £(A\) < dim(V), ¢f. [GW0Q9| section (9.1.1). O

On a donc vu la décomposition de éV en &y x GL(V)-représentations irréductibles avec, en
plus, des détails sur ces dernieres intervenant dans la décomposition en fonction de la longueur
des partitions de k. On aimerait désormais trouver une extension de cette dualité. Pour cela,
on va construire une représentation d’une algebre généralisant celle du groupe symétrique sur
un espace vectoriel qui va étre également modifié puis déterminer son commutant. C’est tout
I’enjeu du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Algebres de Hecke fusionnées

On se référera essentiellement dans ce chapitre a [PdA23] et [CPdA22].

4.1 Généralisation de ’algebre du groupe des permuta-
tions

4.1.1 Algebres des permutations fusionnées

Définition 4.1.1. On appelle multiensemble la donnée d’une paire (E,m) ou E est un ensemble
et m : E — N* une application tels tout élément e € E apparait m(e) fois.

Notation 4.1.2. Un multiensemble (fini) se note en utilisant des accolades doubles encadrant
les éléments.

Exemple 4.1.3. Considérons E = {1,2,3,4}, m(1) =1, m(2) =2, m(3) = 1, m(4) = 3, alors
on note {{4,4,3,4,1,2,1}}.

Remarque 4.1.4.  « Un ensemble est un multiensemble (E,m) ou m(e) = 1 pour tout
élément e de E ; il s’agit donc d’une généralisation de la notion d’ensemble.

o Il s’agit d’une liste commutative, i.e., l'ordre d’apparition des éléments entre les doubles
accolades ne compte pas.

Définition 4.1.5. Pourn € N et k = (ky, ka, ..., k,) € (N*)", on dit qu’un élément (Si,...,S,)
appartient d Sk, St :

Les {Si}icqu,..ny sont des multiensembles d’éléments de {1,...,n}.
S; contient k; éléments, i € {1,...,n}.

L’élément i apparait k; fois parmi tous les S;, j € {1,...,n}.

L’ensemble des €léments de Sy, s’appelle l'ensemble des permutations fusionnées.

.

Remarque 4.1.6. Cette définition ensembliste, bien que nécessaire, est assez compliquée. Ce-
pendant, essayons de voir ces objets de fagon plus géométrique. On fixe deux lignes horizontales
de n points, une au-dessus de l’autre. On connecte les points de la ligne du dessus a ceux de la
ligne du bas. La définition impose cette condition : Pour tout a € {1,...,n}, il y a k, arrétes
qui partent du a-iéme point du haut et il y a de méme k, arétes qui arrivent au a-ieme point
du bas. On remarque qu’on a ainsi Y. | k; arétes.
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La seule information qui importe ici est donc : quels points sont connectés et auxquels. Le
multiensemble de la définition correspond exactement pour chaque a € {1,...,n} aux points

de la ligne du bas atteint. Prenons le temps d’illustrer cela sur plusieurs exemples afin de bien
assimiler la définition.

Exemple 4.1.7. e ne N k= (1,1,...,1). On peut identifier aisément une permutation
fusionnée a une permutation a n éléments par la condition qui est imposée : On doit
connecter chaque point de la ligne du haut avec un unique point de la ligne du bas. Sy,
est donc bien une généralisation de S,,.

Par exemple, pour n =15 :

}533 12345
I o= 15 234)2@@¢@

e n=3,k=(2,1,1). Card(Sy,) = 6. En voici une :
Pé{ ({1,3}, {1}, {2})
e N = = ). Card(Sg,) = 3. Voici les trois :

H J A

({1,1},{2,2}) ({1,2},{1,2}) ({2,2},{1,1})

e n=3,k=1(2,2,2). Card(Sk,) = 21. Voici six d’entre elles :

[1] [ 4 ]

({1,13,{2,2}, ({3,3}) ({1,1},{2,3},{2,3}) ({1,2},{1,2},{3,3})

A Jatel IA

({2,2},{1,3}, {1, 3}) ({1,2},{1,3},{2,3}) ({3,3} {1, 1}, {2,2})

[ Proposition 4.1.8. Pour n € N* et k = (ky, ka2, ..., k), Spn est un ensemble fini.

Démonstration. On majore grossicrement le cardinal de Sy ,. Pour cela, il suffit de remarquer
qu'on a n? choix pour un élément de {1 ., n}P, p € N*. De ce fait, on dispose de n2iz1 i
choix pour élément de {1,. n}zz 1 Comme on 1mpose une condition supplémentaire sur
les (S;)ieq1,...n} le cardinal de Skn est majoré par n2miet ki , donc fini. O

.....
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On va désormais, a partir de I'ensemble Sy ,,, définir une algebre avec comme espace vec-
toriel sous-jacent 1'espace vectoriel sur C avec comme base une base indexée par Sy ,. Reste a
définir une multiplication (associative et unitale) sur cette base afin de la munir d’une structure

d’algebre.

7

Définition 4.1.9. Soient d,d" € Sy, qu’on identifiera a leur diagramme correspondant. On
procede en trois étapes :

e Concaténation : On place les diagrammes de d au-dessus du diagramme de d’ en identifiant
la ligne du bas de d avec la ligne du haut de d'.

e Elimination des points du milieuz : Pour tout a € {1,...,n}, il y a k, arétes arrivant et k,
arétes partant du a-iéme point de la ligne du milieu. On enléve alors le a-ieme point de cette
ligne du milieu et on somme sur toutes les possibilités en connectant les k, arétes arrivant
auz ky arétes partant de ce point. (il y a donc k,! possibilités au a-iéme point).

e Normalisation : On divise le résultat obtenu par 17—, k;!.

.

Notation 4.1.10. e La multiplication sera notée par -.

e On notera (Hy,(1),4+,-) lalgébre munie du produit -.

Définition 4.1.11. L’algébre (Hy (1), +,-) définie ci-dessus est appelée ['algébre des permu-
tations fusionnées.

Remarque 4.1.12. e La multiplication - est associative.
e C’est une algébre unitaire : en effet, 1y, 1y := ({1,...,1},...,{n,...,n}).
B ki foi kn, foi
1 fois n fois

e Hp,(1) est une algébre sur C de dimension finie par (4.1.8).

Exemple 4.1.13.
e PourneN'etk=(1,1,...,1), alors lalgébre Hy, (1) coincide avec CS,,.

e n=2,k=(2,2), voyons un exemple détaillé d’un produit de deux éléments de Hy(1) :
N | N : % : 1( + Kj + m + )
i

On peut via un peu de calculs construire un isomorphisme d’algebres et obtenir pour certains
cas (faciles) des présentations par générateurs et relations de Hy ,(1).
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Proposition 4.1.14. On a les isomorphismes d’algebres suivants :

X2— =X —

Ha)o(1) = C[X]/<
2 9

1 1) =~ C%?

o= 5 —

H(272)72<1) = (C[X]/( 1 1X) ~ C®3
2 2

Démonstration. On fait la preuve pour Hs 9 2(1), les autres isomorphismes d’algebres se réa-
lisant de facon analogue. On effectue les produits des trois élément de S(29) 2.

X%
XX
Paiestes

XK

Alinsi, en posant :

On a les relations : =
{(2 = ZlH(2,2),2(1) +
Y7 =lhpg200
XY =YX=X

Ainsi Y = 4X2 —2X — 1 Hisa 0(1)- Les relations précédentes nous montrent que H9)2(1) est
linéairement engendré par 1, X et X2. De plus, X? = %X 24+ %X . Ainsi on a l'isomorphisme
d’algebres suivant :

C[X]/(X:a _ %XQ _ %X) = H2)2(1)

X — X
Pour le deuxiéme isomorphisme, il suffit de remarquer que le polynome P(X) := X?—X?—1 X

est un polynoéme ayant trois racines complexes distinctes x1, zo et x5 € C. Mais alors en vertu
du lemme chinois, il vient :

C[X]/P()Q = C[X]/(X — 1) @ (C[X]/(X — 1) @ C[X]/(X —ay) T Cces

DEMESMAY Yoann Mémoire M2R 24 juin 2024

Page 34




Université de Reims Champagne-Ardennes Université de Strasbourg

Remarque 4.1.15. On remarque que pour ces premiers cas ou les calculs ne sont pas trop
nombreux, on a une décomposition de type ARTIN-WEDDERBURN sans savoir si ces algebres,
bien qu’unitaires et associatives, sont semi-simples. Mais c’est bien le cas.

Théoréme 4.1.16. Pour n € N* et k € (N*)", lalgébre (Hyn(1),+,-) est semi-simple.

Démonstration. Cf. [CPdA22]. O

Définition 4.1.17. Soient n € N* et k := (k1,...,k,) € (N*)". Pouri € {1,...,n}, on définit :
1
ki'weGki

et

=1

P&n = ®nPk1 € ®n(C6k1
=1

Proposition 4.1.18. Pour n € N* et k := (ky1,...,k,) € (N*)", le produit direct de groupes
[I7-, &y, est isomorphe a un sous-groupe de 6211 ki

Démonstration. On considere I'application ¢ définie par :

T2 H?:l sz — 62?21 ki
(Tdsy, s Idsy,,  Cinyoing + 1) Ides oo I, ) = 7,

ou, pour j € {2,...,n}, ix; € {1,...,k;}

Tilkl = (ikpikl + 1)
= (S kA, S ki ik, + 1)

ike

L’application est clairement bien définie et est un morphisme de groupes : en effet, pour u #
ve{l,...,n}, Supp(ry ) N Supp(r{ ) = 0. Enfin, cette application est injective : en effet, si

(01,...,00) € IIiLy 6y, vérifie o((01,...,04)) = Idgn | , les intersections des supports des
i=1"1%
images des ([d@kl, e ,Idekl_l,ag, Ide,%l, e Jden) par ¢ sont vides. Par conséquent, on a
nécessairement o, = Ids,, pour tout £ € {1,...,n}, donc le noyau de ¢ est trivial. On en
déduit I'isomorphisme de groupes :
n rg\DJ n
i=1 1=1

sous-groupe de Sx—n ks
i=1""1

]

Proposition 4.1.19. Pourn € N* et k := (k1,...,k,) € (N*)", Ualgébre @"CG&y, est isomorphe
i=1

a une sous-algebre de (CGZr_z_lki.

Démonstration. La preuve est analogue a la proposition qui précéde en remarquant qu’on a un
isomorphisme d’algebres C (H”Gki> = R"CGy,. O
i=1 i=1
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Remarque 4.1.20. e On identifiera Py, a un élément de CC")Z@_I,% par la suite.

e Ona Py, =1, k%, > 6, via lidentification faite ci-dessus.
WEH?:I Sk,

Proposition 4.1.21. Soient (A, +, ) une algébre (unitaire et associative) et x € A un idempotent
de A (ie. x-x=ux). Alors :

1. ©- A-x est une algebre, d’unité x.
2. Pour toute représentation (p,V') de A, (p,p(x)(V)) est une représentation de x - A - x.

.....

,,,,,

(en enlevant les représentations nulles).

\.

Démonstration. 1. Il est clair que x - A -z est une algebre. De plus, z =z -14-z€x-A-x
et pour tout a € A, par I'idempotence de x € A,ona (x-a-z)-x=z-a-x =z (x-a-x).
2. L’application définie par :
p: v-A-x — End(p(x)(V))
p(x)(V) — p(z)(V)
p(x)(v) — p(z-a-z)(p(z)(v))

C’est bien défini puisque pour v € Vet a € A, p(z-a-x)(p(z)(v)) = p(x)(pla - x)(v)) €

r-a-r +r—— {

ev
p(z)(V) et il s’agit clairement d’un endomorphisme de p(z)(V'). On vérifie facilement que

p est un morphisme d’algebres, d’ou le résultat.

3. Admis, ¢f. [GRES0).
O]

Définition 4.1.22. On définit, pour n € N* et k = (ky1, ko, ..., k,) € (N*)". On définit I’algébre
H&n(l) = P&n . (CGZ?:I ki ° P&n.

Remarque 4.1.23. By, étant un idempotent, on connait donc les représentations irréductibles
(a isomorphisme prés) de Ualgébre Hy, .

Proposition 4.1.24. Pourn € N* et k € (N*)", les algébres Hy, (1) et Hy,,(1) sont isomorphes.

Démonstration. Cf. |[CPdA22|. n

4.1.2 Extension de la dualité de Schur-Weyl
On fixe n € N* et k = (ky,...,k,) € (N*)". Enfin, posons N := Y7 | k;.

N
On rappelle qu’on dispose d’une représentation | on, @V | de l'algebre du groupe symétrique

N
Sy. Par la proposition (4.1.21)), Py, ((X)V) devient une représentation de Hy,(1). Or, par

définition de Py, on a :
N . ki
no (&) -@'n (&)
i=1

- ®nSymki (V)
i=1
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par la proposition (3.1.4). Finalement, on a une représentation (O’km, ®”Sym’“(V)>.
i=1

Par ailleurs, ce méme espace vectoriel est également une représentation de GL(V') comme pro-
duit tensoriel de telles représentations. Par extension a l’algebre du groupe linéaire, on obtient

ainsi une représentation (pkm, ®”Symki(V)>. On a ainsi les actions des différentes algebres :
st

CSy 25 End <®n5ymki(V)> & CGLV) (4.5)

i=1

Théoréeme 4.1.25. On a les égalité suivantes :

Comm(pen(CGL(V)) = 040 (CEN) et Comm (04 (CEN)) = pra(CGL(V)).

Démonstration. Cf. [CPdA22]. O

4.1.3 Décomposition de la représentation

Le dernier théoreme nous permet de trouver, par la décomposition (|3.8)), une décomposition
de lespace @"SymFi(V). Ceci est résumé dans le corollaire suivant :
i=1

—

7

Corollaire 4.1.26. On a une décomposition de @"Sym* (V) en CGL(V) ® Hyn(1) modules
i=1
irréductibles :

Q" Sym*(V) =P Uio V; (4.6)

el

ou I est un ensemble fini.

Intéressons-nous maintenant aux représentations de Hy ,(1). Pour cela, on a besoin d’intro-
duire des objets qui vont avoir un lien avec les représentations irréductibles de Hy ,(1).

Définition 4.1.27. Soient n, ¢ € N*, v = (v1,...,1vy) une composition de £ et \ une partition de
n. Alors on définit :

e L’ensemble des tableaur de YOUNG semi-standards de forme \ et de poids v par :
SSTab(\,v) :={T € SSTab(\) | Card(f*({i})) =v; Vie {1,...,n}}

ou f: Dy — N* est lapplication associée au tableau T.

e Le nombre de Kostka associé a une partition A et une composition de n par :

Ky, = Card(SSTab(\,v))

Exemple 4.1.28. e Pourm=0e N, v=(1,1,...,1) et A= ({), on a un seul tableau de
YOUNG semi-standard de cette forme possible : T :=[1]2]---[¢].

e Pourn=0eN  AN=v=(1,1,...,1) , on a un seul tableau de YOUNG semi-standard

[ro] ]

possible : T =

=
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e Pourn=0=4,v=(2,2) et \=(3,1), on a un seul tableau de YOUNG de forme \ et
1]2]

de poids v : T =

1
2]

Définition 4.1.29. Pour deuz partitions X := (A1,...,\e) et p = (1, .., fe) de méme taille (au
sens €élargi d’une partition), on définit une relation d’ordre par :

J J

=1 =1

On appelle cette relation d’ordre ['ordre de domination sur les partitions.

Exemple 4.1.30. e A= 1(2,1,1), u = (3), ces deux éléments ne sont pas comparables ~
Uordre n’est pas total. Ici, on identifie p avec le triplet (3,0,0) (sens élargi d’une partition).

e AN=1(2,2,2,2), pn=(3,3,1,1), alors p > .

Proposition 4.1.31. Le nombre de KOSTKA associé a une partition A et une composition v ne
dépend pas de 'ordre sur les parties de v.

Démonstration. Cf. [STA2|] chapitre 6. O

Notation 4.1.32. Pour un n-uplet v = (v1,...,v,) € N*, on notera v°™ le n-uplet possédant
les mémes composantes que v rangées dans l’ordre décroissant.

Exemple 4.1.33. Pour u = (7,12,6,7,8) et v = (4,2,7,1), on a p°* = (12,8,7,7,6) et
vord = (7,4,2,1).

Corollaire 4.1.34. On a l’équivalence :

Ky, #0 < \> v

Démonstration. Cf. [STA2]. O

On est désormais capables d’énoncer un théoreme important sur les représentations irréduc-
tibles de Hy (1), permettant d’avoir une idée de leur nombre ainsi leur dimension.
. n
Notons N :=>"" , k.

Théoréme 4.1.35. Les représentations irréductibles de Hy, (1) sont indexées par les partitions
de N telles que \ > kerd
De plus, pour X € Py une partition satisfaisant X > k°™, la dimension de Wi\ est égale a K .

Démonstration. Cf. [CPdA22]. O

Notation 4.1.36. On pose Uy, = {\ € Ps ok | A > k°"}. Nous noterons Wiahreu,, les
représentations irréductibles de Hy (1), Uindexation étant justifiée par le théoréme précédent.

Exemple 4.1.37. n =4, k= (3,2,2,1), A = (4,4). Alors on a

_Jijrj12)1)11,3
SSTab((4,4), k) ==\ 3T T a2 3 4
=Ty =T
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La représentation irréductible Wy, 4.4y est de dimension 2.

En revanche, la partition pn = (2,2,2,2) ¢ Ugn bien que {(u) = 4 = n : on ne peut pas
définir une représentation irréductible de la forme Wi, (2229

Corollaire 4.1.38. On a l’égalité :

dim(Hg,(1)) = Y K3, (4.8)
ANEPN
)\ZEOTd

.

Démonstration. Résulte immédiatement des théoremes (4.1.16]), (4.1.35) et du corollaire (|1.2.10)).

m
Un corollaire intéressant simplifiant grandement le cas particulier ou k = {k,k,...,k} est
le suivant :
Corollaire 4.1.39. Soient n,k € N* et k = {k,... , k}. Alors les représentations irréductibles
———

n fois

(non équivalentes deux d deuz) de Hy (1) sont les {Wia}aev,,., 0% Ugn = {A € Pui | €(N) < n}.

Démonstration. Notons Ay, == {\ € Ppni | £(X) < n}. Il suffit de montrer que Uy, = Ap.
Soit A € Uy, \ Agn, alors il existe un entier ig > n tel que A\;; #0. Ona Xy > X > ... >\, >k
puisque que A > k. Mais comme A € Py, Ay > Ao > ... >\, >0, 0na Z;‘;l A > nk, d’ou la
contradiction, donc Uy, C A p.

Si\ € A, alors I'égalité Zf(:)‘l) Ai = kn entraine Mgy > k. Maisalors Ay > Ay > ... > Ay > k,
d’ott A € Uy, donc Ay, C Upp- O
Exemple 4.1.40. e n =2k = (2,2) : on a Uy, = {(4),(3,1),(2,2)}. Voyons les trois
cas :

)11

— SSTab((2,2),k) = 512

——"

=Ty

L SSTab((3,1), k) = 4 L 112]

Donc dim Hy (1) = 3.
en =3,k =(222) :o0naU., = {6)051),4,2),(4,1,1),(3,3),(3,2,1),(2,2,2)}.
Voyons les sept cas :
— SSTab((6),k) = {1]2]3]4]5[6]}-

=Ty

. SSTab((5,1), k) = { LI1[2]313] [1[1]2[2]3]1

=T =T
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— SSTab((4,2),k) = ;} :1)) 2[2][11]3]3] [1[1]2]3]

=T3 =Ty :=T5

123

1
— SSTab((4,1,1),k) = {| 2]
13

—_—
=T

. SSTab((3,3),k) = {| L 112

1 1
— SSTab((3,2,1),k) =3[2][3] ,[2]2
3 3]

—_—— ——
:=Tg =Ty

111
— SSTab((2,2,2),k) =122 . Les représentations irréductibles de Hy (1) sont au
33

:=T10
nombre de sept, dont quatre de degré 1, deux de degré deuzx et une seule de degré
trois. En particulier, dim(Hy,,(1)) = 21.

Notation 4.1.41. Pour A = (Ay,..., ) et p= (u1, ..., 1) deuz partitions, on note :

<
wCAN&= rst .
pi <A Vie{l,...,r}

Dans cette situation, on notera A/ l’ensemble des boites du diagramme de YOUNG de A auquel
on a retiré celles du diagramme de .

Exemple 4.1.42. Pour A = (3,2,1,1) et u = (2,1), on a A\/pu = L] .

]

Théoréme 4.1.43. Pour X\ € SUy,,, la restriction de Wy x @ Hy,,—1(q) se décompose ainsi :

Resm, , o(Win) = D Wiy

HEResk(N)

ot Resy(N) :={p € Ugn—1 | £ C X et N/ p contient au plus une boite dans chaque colonne.}.

Démonstration. Cf. [CPdA22]. O
Voyons deux exemples de diagramme de BRATELLI pour la chaine d’algebres { Hy, (1) },>0 :

— k=(2,2,2,...).
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@

n=1 1 ]
|

/ \
n=2 1O DO

P i, e

=3 1 LTI [TTTT1 [TTT1 [ 11
" 2 4 ST 'hHm 1 2

Remarquons, par exemple, qu’il n’y a pas de d’aréte joignant p = a A=

méme si g C A car A/p contient deux boites dans la méme colonne.

— k=(3,1,1,...)
@
n=1 1 111
n=2 1O {0
/ S
n=3 | O 5 7 / ‘

Sl et N

n=4 1IIIIIII3IIIIII I III2JII

On rappelle que les {S)(V)}repn . désignent les images de V' par le foncteur de SCHUR,

i=1"

représentations de GL(V).

~

Théoréme 4.1.44. (Extension de la dualité de Schur-Weyl)

On a une décomposition de @"Sym* (V) en CGL(V) ® Hy,,(1) modules irréductibles :

i=1
R SymF (V)= @ S\(V)@W, (4.9)
= )\EUkyn
((N)<dim(V)
Démonstration. Cf. [CPdA22]. O

On aimerait pouvoir donner une nouvelle extension de la dualité de SCHUR-WEYL. Une
possibilité est de considérer une sorte de déformation de 'algebre Hy (1) via 'ajout d’une
indéterminée puis de construire une représentation de cette nouvelle algebre obtenue sur un
nouvel espace vectoriel. On se limitera dans la section suivante a la construction de cette
nouvelle algebre, ’extension de la dualité pour cette derniére nécessitant des connaissances sur

les groupes quantiques.
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4.2 Algebres de Hecke fusionnées

Afin de construire la nouvelle algebre mentionnée ci-dessus, nous avons besoin d’introduire
un groupe important, le groupe des tresses, qui est I'objet de la sous-section qui suit.

4.2.1 Groupe des tresses, tresses fusionnées

On se référera dans cette section a [RC| pour des résultats complémentaires concernant le
groupe des tresses.

Définition 4.2.1. On appelle tresse géométrique a n brins la donnée d’une (n + 1)-uplet
T =(0,7,--,7) tel que :

oeg,,
Vie{l,...,n}, v € C([0,1],R3) homéomorphisme, 7;(0) = (,0,1) et v(1) = (c(i),0,0),
Ve € (0.1, 1 5= %(z) # 7(2).

Définition 4.2.2. Deux tresses géométriques a n brins T = (0,71, ...,7n) et T" = (o', 71, ..., 70)
sont dits :

e directement isotopes si :
o=0o
Vt € [0,1], T(t) = (0,01,...,0,) est une tresse géométrique telle que ¥i € {1,...,n},
6 = (1= t)v + v

e isotopes s’il existe une suite finie (T})icqo,...m} de tresses géométriques a n brins telles que :
To=T

T, =1
Vie{l,...,m—1}, T; et T;11 sont directement isotopes

\.

Remarque 4.2.3. e La relation "étre isotope a" est une relation d’équivalence.

e Deux tresses géométriques directement isotopes sont isotopes.
Notation 4.2.4. On notera T, 'ensemble des classes d’équivalences.

On va désormais munir cet ensemble d'une loi interne qui va lui conférer une structure de
groupe.

Définition 4.2.5. Soient T' = (0, 71,...,v) et T' = (¢',71,...,7)) deux tresses géométriques a
n brins. On définit la tresse géométrique produit T x T = (¢, 61,...,6,) par :

=0 o0
{ Vie{l,...,n}, Vz€10,1], 0; (g) = v;(2) ety (Z;rl) = Vo) (2)

Théoréme 4.2.6. (7,, X) est un groupe, appelé groupe des tresses géométriques a n brins.

Démonstration. Cf. [RC]. O
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Remarque 4.2.7. Un élément de T, peut toujours étre représenté par une tresse géométrique
ne contenant jamais deuzx croisements a la méme hauteur : il est donc possible de projeter toute
tresse dans le plan, afin d’obtenir un diagramme de tresse.

VN>
\7\ Projection sur le plan : /
) )

Q/

4.2.2 Ajout d’une indéterminée

Exemple 4.2.8.

On peut ici se référer a [PdA23| section (1.3.1).

Définition 4.2.9. Soient n € N* et q une indéterminée.
On appelle algébre de Hecke, notée H,(q), le quotient de l'algebre CT, par la relation de

HECKE :
>< -] |

Remarque 4.2.10. La relation de HECKE est une relation locale, i.e. elle n’est appliquée qu’a
une petite partie d’une tresse.

Pour tout élément w € &,,, notons w = s,, ©...05,, une expression réduite de w en termes
de générateurs s; = (4,71 + 1) et {(w) = k, i.e. utilisant un nombre minimal de tels générateurs.

Remarque 4.2.11. Une expression réduite d’une permutation n’est pas unique.

Exemple 4.2.12. 0 := (1,3) € G, alors 0 = (1,2) 0 (2,3) o (1,2) mais aussi 0 = (2,3) o
(1,2) 0 (2,3).

Définition 4.2.13. Pouri € {1,...,n — 1}, on définit l’élément o; € CT, par la i-iéme tresse
élémentaire, i.e. [’élément ayant un croisement positif entre les i et i + 1-ieme brins, les autres
brins étant verticauz.

A partir d’une expression réduite d’un élément w = Sgy O ...0 8q,, ON définit :

Oy i=0q, 0...00, € Hy(q).
Le q-symmétriseur dans Hy(q) est I’élément défini par :

> ¢“ao,
w€eG

T 2w

weG

PkZ:

Remarque 4.2.14. L’élément o, € H,(q) ne dépend pas de l’expression réduite de w.

Exemple 4.2.15. o k=2 : Les décompositions des éléments de Sy sont évidentes. Ainsi,
on a :
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(113

e k=3:0na(1,3)=(1,2)0(2,3)0(1,2), (1,2,3) = (1,2)0(2,3) et (1,3,2) = (2,3)0(1,2).
Ainsi on a :

et (1 T T ] 203

On va maintenant définir, comme nous ’avons fait pour les permutations, une généralisation
des tresses. Intuitivement, on peut voir cette généralisation comme 'algebre Hy ,(1) mais ou
les croisements vont désormais comptés; on ne va donc pas seulement considérer le multi-set
correspondant aux connections des points du haut avec ceux du bas.

On considere, comme dans le cas des tresses (apres la projection sur le plan), deux lignes
horizontales (qu’on omettra par la suite), I'une au-dessus de l'autre avec n points fixés sur
chacune des lignes. On demande de plus qu’il y ait, pour chaque a € {1,...,n}, k, brins
connectant le a-ieme point du haut et du bas. Remarquons que dans le cas des tresses, deux
brins connectant le méme point ne sont en réalité pas tout a fait connectés au méme point (les
croisements comptent !). Ils sont en fait attachés cote a cote dans un ordre qui compte. Enfin,
on considere les diagrammes ainsi construits a isotopie pres.

[ Définition 4.2.16. L’objet défini ci-dessus est appelé tresse fusionnée.

Exemple 4.2.17. e neN" k= (1,1,...,1). On peut identifier une tresse fusionnée a une
tresse classique. Par exemple, pour n = 3, on a l'identification

Tresse fusionnée oy Tresse classique

({1,2}{1,2}) = ({1,2},{1,2})

Notation 4.2.18. On consideére et note Vectilf lespace vectoriel des combinaisons linéaires
formelles des tresses fusionnées.
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Définition 4.2.19. On note Hy,,(q) lespace vectoriel quotient de Vectfus par les relations sui-

vantes :

1. La relation de HECKE pour chaque croisement :

X = X—(q—ql)‘ ‘

2. Les relations pour chaque croisement proche des ellipses (ou point) :

T- R w T-oFX
X- oY = L)

ou q est un parameétre, qui peut étre vu comme une indéterminée ou un complexe non nul.

Remarque 4.2.20. e (es relations sont locales.

e La relation de HECKE pour un croisement proche d’une ellipse n’est que la somme de
deuz relation du second point, d’ou la compatibilité.

Exemple 4.2.21. Reprenons le cas n =2, k = (2,2), alors dans Hy,(q), on a :

Nous allons maintenant, comme pour Hy (1), définir une multiplication afin de munir I'es-
pace vectoriel Hy,(¢q) d'une structure d’algebre.

Définition 4.2.22. (Multiplication) Soient b,b’ deux tresses fusionnées. On définit b-b" par le
résultat des étapes suivantes :
e Concaténation : On place le diagramme de b au-dessus du diagramme de b en identifiant la
ligne du bas de b avec la ligne du haut de b'.
e Elimination des points du milieu : Pour tout a € {1,...,n}, il y a k, brins arrivant et k,
brins partant de la a-ieme ellipse dans la ligne du milieu. On enléve cette ellipse et on la
remplace par son q-symmétriseur Py, de l'algébre de HECKE Hy,(q).

Exemple 4.2.23. e Voyons un exemple d’un produit de deux éléments de Hfus(q) :

DEMESMAY Yoann Mémoire M2R 24 juin 2024

Page 45




Université de Reims Champagne-Ardennes Université de Strasbourg

e Sik, =3, on a localement, suite a la concaténation, une ellipse (la a-éme) de la forme

H . On remplace alors cette derniére par :

oo 1119 I 3403

. 2, k=(2,2), on a, via les relations de la définition | '

110400

Le dernier exemple nous laisse penser dans ce cas particulier que I’élément de Hy,(q) ou
tous les brins sont verticaux et n’ayant aucun croisement est 1'unité de la multiplication -. Il
s’avere que ceci est vrai dans le cas général comme 'affirme le résultat qui suit.

Proposition 4.2.24. Soient n € N* et k = (k1, ..., k). (Hin(q),+,-) est une algébre associative
unitaire.

Démonstration. Cf. [CPdA22]. O

Définition 4.2.25. Pourn € N* et k = (ky,...,k,) € (N*)*, on définit [’élément de szj:lki(q)
par : -
Pon =P, (4.10)
i=1

qu’on considere comme élément de HZ@_I,% (q) via lidentification de @" Hy, comme sous-algébre

p=il
de HZ?:I k; (q)

Définition 4.2.26. On définit ['algebre de HECKE fusionnée par :

Hin(q) = Pen - Hyn 4,(q) - P (4.11)

Théoréme 4.2.27. Les algébres Hy,(q) et Hyn(q) sont isomorphes.

Démonstration. Cf. [CPdA22). O
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Conclusion

A Tissue de ce mémoire, on connait une décomposition essentielle (ARTIN-WEDDERBURN)
d’une grande classe d’algebres intervenant dans ce domaine, a savoir les algebres semi-simples.

On connait également l'intégralité des représentations irréductibles du groupe symétrique et
leur construction explicite a 1’aide des symétriseurs de YOUNG. Nous avons réussi a obtenir en
plus les représentations qui sont en jeu dans la décomposition donnée par la dualité de Schur-
Weyl par ces méme symétriseurs via les foncteurs de SCHUR.

Enfin, une premiere généralisation de cette dualité est abordée avec une nouvelle algebre, gé-
néralisant celle de 'algebre du groupe symétrique, qui s’avere également étre semi-simple (et
rentre donc dans le cadre de la décomposition d’ARTIN-WEDDERBURN).

Dans une autre direction, on aurait pu étudier la théorie des caracteres pour obtenir davan-
tage d’informations sur les représentations intervenant dans la dualité. On aurait également pu
considérer des actions de sous-groupes du groupe linéaire.

Ceci motive une poursuite de ’étude de cette dualité en détails mais également la recherche de
ses généralisations, justifiant I'introduction des algebres de HECKE fusionnées.

Parmi les nouvelles perspectives pour des recherches futures, on peut citer I’étude des déforma-
tions quantiques plus générales, les applications potentielles dans la théorie des représentations
des groupes quantiques, ainsi que l'exploration des analogies et des connexions avec d’autres
structures algébriques et géométriques.

Les avancées réalisées dans ce mémoire témoignent de la richesse et de la profondeur de la

dualité de Schur-Weyl et des algebres de Hecke, et encouragent la poursuite des recherches
dans ce domaine fascinant et prometteur.
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