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Introduction

Les spectraedres sont des coupes affines du cone semi-défini. Il s’agit plus précisément du cone
des matrices symétriques a valeurs propres non-négatives. Cela motive I’appellation "spectraedre", par
analogie avec le terme "polyedre", puisque le spectre d’une matrice désigne précisément I’ensemble de
ses valeurs propres. Ces objets ont une géométrie complexe. En effet, il s’agit d’'une généralisation
des polyedres, comme nous le verrons, dont les arétes et les faces peuvent étre incurvées. On peut
visualiser les spectraedres a condition de les découper en tranches de dimension suffisamment faible.
Mais I’étude de ces objets améne a une question : Quelle est son utilité ?

Les spectraedres peuvent étre rencontrés par certains ingénieurs et mathématiciens lors d’études

portant sur des problémes de commandes des systémes ou alors d’optimisation de structures (assurer
qu’un pont soit suffisamment solide, concevoir les pieces d’une construction).
Ces derniers sont de dimension de I'ordre de la dizaine de milliers, il est donc clairement impossible de
les visualiser, le nombre de coupes de faible dimension étant trop important. Cependant, bien qu’on ne
puisse pas les représenter, il est important de pouvoir travailler dessus avec aisance : c’est I’objet de la
programmation semi-définie (PSD) et des inégalités matricielles linéaires (IML) qui sont une branche
moderne de I'optimisation (nécessitant de I’analyse/optimisation convexe) permettant aux ingénieurs
de résoudre (par ordinateur) divers problémes de conception.

Ainsi, la programmation semi-définie a connu un regain d’intérét depuis les années 90 (lien avec
lapparition d’algorithmes efficaces permettant de les résoudre).

Depuis peu, ’étude de ces problémes est devenue un véritable axe de recherche a part entiere. Cet
intérét suscité est di aux différents champs d’application comme :
1. L’optimisation combinatoire (Voir Chapitre 4) qui, en vertu de la PSD, permet d’obtenir des
bornes pour ces problemes d’optimisation.
2. L’optimisation (non convexe) qui traite de problémes essentiellement résolus par la programma-
tion quadratique successive (PQS).

FIGURE 2 — Optimisation dans le domaine aé-
FIGURE 1 — Optimisation combinatoire rien

L’objectif de ce mémoire est d’établir le lien fort entre ’ensemble des spectraedres et les inégalités
matricielles, ce qui nous amene a 1’étude de la programmation semi-définie. Ce mémoire s’organise
comme suit :

e Le chapitre 1 concernera de brefs rappels bien connus et des résultats non exhaustifs sur certaines
notions (Convexité, Compacité, etc.) afin d’avoir les notions de base pour la suite.

e Le chapitre 2 portera sur I’approche des spectraedres qui est une généralisation des polyedres
dont nous établirons une classification en petite dimension.

e Le chapitre 3 est le cceur du mémoire. En effet, nous verrons une étude théorique des problémes
d’optimisation semi-définie et le fort lien qu’ils posseédent avec ce que l'on appelle la dualité.
Nous établirons ainsi des résultats d’existence et de conditions d’optimalité sur les solutions.

o Le chapitre 4 portera enfin sur une bréve application de cette PSD (optimisation combinatoire,
réduction spectrale).
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Notations :

o := signifie égal par définition.

e i.e. signifie c¢’est-a-dire.

o s.c. signifie sous contrainte(s).

o K désigne un corps (commutatif, qui sera généralement R ici).

o M, (K) désigne I'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans K.

o Soit M € My (K). Alors M = (mjj)i<ij<n O m;; est le coefficient de M situé sur la i-ieme
ligne, j-iéme colonne.

o I, € M, (K) désigne la matrice identité.
o MT désigne la transposée de la matrice M.
o (.,.)1r désigne le produit scalaire de Frobenius.

o Su(R) désigne I'ensemble des matrices symétriques positives S;F(R) et 1’ensemble des matrices
symétriques définies positives S;F T (R).
o O, = 0,(R) désigne I'’ensemble des matrices orthogonales a coefficients réels.

o Soient A, B € M € S,(R). On note alors "A — B" est définie positive" (respectivement "semi-
définie positive") si et seulement si A > B (respectivement A »= B, ou > (respectivement >) est
le symbole de Léwner.

e« Pourz = (21,...,20)" €K™ 2 >0<=Vic{l,...,n}, z; >0.
o (.,.)grn désigne le produit scalaire canonique sur R".
o x4 est le polynéme caractéristique associé a A € M,,. Pour t € R, xa(t) = det(tI, — A)

o Sp(A) désigne le spectre d’une matrice A € M,,(K), i.e., I’ensemble des valeurs propres de A a
valeurs dans K, comptées avec répétition.

o Int(A) désigne l'intérieur de A pour A C M, (R).
o A désigne le complémentaire de A.

e E* désigne 'espace dual de E.
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Chapitre 1

Les Cones S,, S; et SI*, Convexité,
Compacité

Dans I'ensemble de ce chapitre, on fixe K=R le corps des nombres réels (bien qu'une majeure partie
des propriétés introduites ci-dessous soient généralisables & des corps quelconques ordonnés). Ainsi on
notera les ensembles M,, := M, (R) et S, := S,(R).

1.1 Rappels

Définition 1.1.1. Une matrice a coefficients dans K est un tableau d’éléments de K de taille n x m.
On note M,,(K) l’ensemble des matrices carrées de tailles n a coefficients dans K
On note M = (mj)1<ij<n € My, avec (myj) le coefficient de M a la i-iéme ligne et la j-iéme colonne.

Définition 1.1.2. Pour A = (aij)lgi,jgn S Mn, on pose AT = (aji)lgi’jgn la transposée de A.
Une matrice M € M,, est dite symétrique si M = M, i.e., ¥i, j{1,...n}(m;;) = (mj;)

Définition 1.1.3. Une matrice M € S,, est définie positive si pour tout x € R"\ {0}, ="Mz > 0.
Une matrice M € S,, est semi-définie positive si pour tout x € R"\ {0}, 2T Mz >0

Définition 1.1.4. Soit A € M,,. Soient I, J C{1,...,n} et ke {1,...,n}.

Les mineurs d’une matrice A = (m; ;) de taille k sont les déterminants des matrices de la forme Ar y =
(aij)ierjes ou I, J€{l,...n} ont pour cardinal k.

On appelle mineur principal de A le déterminant de Ar j = (aij)icrjes ot I = J. On appelle mineur
principal dominant de A le déterminant de Ay j = (a;j)icrjes ou I =J ={1,...k}.

\.

Remarque 1.1.5. Une matrice M € M,, posséde 2" — 1 mineurs principauz. En effet, cela revient a
chercher tous les sous-ensembles de {1,...,n} pour k allant de 1 a n égaux entre euz. L’ensemble des
sous ensembles a k éléments parmin est donné par la formule

5 0) =50 -0)==

Exemple 1.1.6. Soit A € S3 la matrice définie par
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Les mineurs principauz de A sont les déterminants des matrices

Ay = (2), Aoy = (1), Ay sy = 3)

2 4 -1 2 2 -1
Apgyfiey = <4 _1> s Apagy sy = ( 9 3> , Apsy sy = (_1 3 )

Afp3y{1,23 = A

et

et

On a bien 23 — 1 = 7 mineurs principauz.

”

Définition 1.1.7. La somme de Minkowski de deux sous-ensembles X,Y de E est
X+Y ={z+y|lzeX, yeY}

On définit de méme le produit de X par un scalaire X € R, c’est-a-dire A\X = {\z |z € X}.

1.2 Les cones S,,, S et S

Cette section est rédigée afin de faire quelques rappels et définitions bien connus pour la suite sur
les ensembles S,,, S; et S;FF.

1.2.1 Définitions

Le mot spectraedre est une contraction du mot "spectre" (spectra), évoquant les valeurs propres
d’une matrice, avec "edre" (hedra), suggérant que les spectraédres sont une généralisation des polyedres
(convexes).

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel réel. Une partie K de E est un céne si et seulement si IC
est stable pour la multiplication par tout réel strictement positif, autrement dit,

RIKCK

Exemple 1.2.2. 1. Les ensembles S, S, et S définis ci-dessous sont des cones.
2. Les orthants R™ et (Ry)™ et (R%)™ sont des cones.

Définition 1.2.3. Le cone des matrices symétriques semi-définies positives (ou cone semi-
défini) est U'ensemble S = {M € S, (R) | T Mz > 0, Yz € R"}

Proposition 1.2.4. L’ensemble S;I est un cone conveze.

Démonstration. Soient M € S, et A € R’.. Alors pour z € R", on a :
eT(AM)z = Xg" Mz >0
——
>0

donc AM € S,,. Donc RS, C S,
Soient A, B € S, et A € [0, 1], alors pour x € R", on a :

T .7 .7
M+ (1-NB)x = )\l‘;:)l.%'—l-(l )\):U>lo3x >0

O]
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Définition 1.2.5. Soit M,,(R) l’ensemble des matrices carrées de taille n. On considére lapplication :
(o, Yer : Mp(R) X M,(R) :— R

définie par :
VA € My(R), VB € M,(R), (A, By =Tr(ATB)

Il s’agit d’un produit scalaire (i.e. forme bilinéaire symétrique définie positive) appelée produit scalaire
de Frobenius.
La norme de Frobenius associée est

|Aler = (Tr(ATA))Z A € Mu(R)

\.

Remarque 1.2.6. 1. En restreignant le produit scalaire a S, on a (A, B)y. = Tr(AB) et ||Al]y =
1
Tr(A?)2

2. Le couple (Sy, ||.||tr) est un espace-vectoriel normé de dimension n(n;l).

3. Pour A€ Sy, on a : ||Ally = maxg—y . ny|Ni(A)] ot N, i@ € {1,...,n} sont les valeurs propres
(réelles) de A.

1.2.2 Propriétés, Caractérisations

On résume ici uniquement les résultats qui nous seront utiles pour ’ensemble du mémoire.

Théoréme 1.2.7. (Théoréme Spectral)

Soit A une matrice dans S,. Alors il existe une base de vecteurs orthonormés dans laquelle A est
diagonale, i.e., il existe une matrice P € O, telle que A = PDPT ou D = Diag(A1,...,\n) o0
i, 1 € {1,...,n} sont les valeurs propres de A.

Démonstration. On peut retrouver la preuve a [11]. O

Remarque 1.2.8. Ce résultat est essentiel pour démontrer des résultats puissants sur l’espace vectoriel
normé (Sp, ||-||er)- 1l s’agit du résultat matriciel du théoréme spectral.

7

Lemme 1.2.9. Soit M € S;7*. Considérons sa représentation sous forme de blocs :

£

ot B et D sont des matrices carrées de taille k X k et (n— k) x (n— k) respectivement, et C une matrice
rectangulaire (n — k) X k.
Alors les matrices B et D sont symétriques définies positives.

Démonstration. Soit y un vecteur non nul de dimension &, y* = (y1,...,yx) et soit 27 = (y1,...,¥,0,...,0).
Alors y' By = 27 Az > 0. Soit z un vecteur non nul de dimension (n — k), 27 = (21,...,2,_ ) et soit

2l =(0,...,0,21,...,20_k).

Alors 2Dz = 2T Az > 0. O

Un résultat important concernant la caractérisation des matrices :
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Théoréme 1.2.10. Soit M € S,,. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La matrice M est semi-définie positive

Ve e R?, T Mz >0

Sp(M) C Ry

Tous les 2™ — 1 mineurs principauz de M sont positifs

Les coefficients de xpr(A) = det(M — \I,,) alternés sont positifs

Il existe une factorisation M = BBT, ou B € R™" et r est le rang de M.

S v e e

Démonstration. On pourra se référer a [13] O

Remarque 1.2.11. Cette caractérisation est essentielle afin de simplifier les calculs durant la suite
du mémoire.

Exemple 1.2.12. Pour n = 2, le cone des matrices semi-définies positives 5’; est l’ensemble des

matrices symétriques A 1= (i Z) telles que x <0, 2 <0, zz < 1>

0.5

FIGURE 1.1 — Représentation du cone Sy

Proposition 1.2.13.
Int(SH) = S+

Démonstration. 1. ST est un ouvert de S,,. En effet, soit (M,,)nen une suite d’éléments de S,,\S,7
qui converge vers un élément M € S,,.
Pour tout m € N, il existe z,, € R™\ {0} tel que (Mpzpm,Tm) < 0. Puisque z,, # 0, on peut
sans perte de généralité prendre x,, dans la spheére unité S qui est compacte (fermé borné en
dimension finie). Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite (2, )r>0 telle
que

X — I
MMk k—4o00

oux€S.
L’application
U: S, xR" — R
(M,z) — (Mx,z)

étant continue (car polynomiale en les coefficients (M, x)). Comme

La continuité de ¥ nous assure que (Mz, z) < 0, autrement dit, M € S, \ S, . Donc S,, \ S/ *
est fermé.
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2. Voyons maintenant I'égalité Int(S,) = S+
Supposons M € Int(S;}), il existe donc € > 0 tel que M — €l,, € S;/. Par conséquent, M =
(M — el,) + €I, € S;t. En effet, soit z € R™\ {0}, alors
——

>0

T (M = el,) + el)x = 2T (M — el,)z + aTelz > 0
N—_——— N —
>0 >0

Donc Int(S;F) c S+
Réciproquement, comme S;" est un ouvert de S,,, que S+ C S et que, par définition, Int(S,")

est le plus grand ouvert contenu dans S, on a clairement S+ C Int(S;F).
Ceci conclut la preuve.

Théoréme 1.2.14. (Théoréme de Fejér)
1. A-0«<= (A,B);y >0 VB >0
2. A= 0<= (A, B)y, >0 VB >0 non nulle
3. Pour A,B€ S, ona

n’

(A,B)tr =0<= AB=0

Démonstration. On démontre seulement 1., les idées des deux autres preuves des assertions étant
similaires (décomposition spectrale). Soient A, B € S;7. Par le théoréme spectral, il existe P € O, et
D = Diag(M\1,..., ) ot X\; >0 Vi€ {1,...,n} telle que B = PTDP. On pose C := (cigije(i,.m} =
PAPT =0 douc; >0 Vie{l,...,n}.

Comme A = PTCP, il vient :

(A, By = (PTCP,PT"DP)yy =Tr(DC) = (D,C)yy = > _ dijcii > 0
=1

Réciproquement, soit A € M, telle que (A, B)y > 0 VB = 0. Alors, pour z € R", la matrice
B:=zzl €S ona
(z, Az)gn = (A, z2T)y >0

donc A € S;f. O

1.3 Convexité

1.3.1 Définitions

On considere E un espace vectoriel réel de dimension quelconque.

Définition 1.3.1. Un sous-ensemble X de E est dit :
1. affine sivV(z,y) € X%, VteR, tz+(1-t)yec X
2. conveze siV(z,y) € X%, Vt€[0,1], tz+(1-t)ye X

tout segment) passant par deuz de ses points.

Autrement dit, un ensemble est affine (respectivement convexe) s’il contient toute droite (respectivement
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pam’e convexe pan‘fe non convexe

Exemple 1.3.2. e Un ensemble affine est conveze.

e Pour toute forme linéaire ¢ : E — R et pour tout b € R, le sous-niveau {x € E | ¢(x) < b} est
un ensemble convexe appelé demi-espace.

[ Proposition 1.3.3. Une intersection (quelconque) de convezes est conveze.

Démonstration. Soit {C;};cr une famille de convexes.
Notons C = NjerC;. Soient x, y € C et t € [0,1], alors Vi € I, txz + (1 — t)y € C; donc

te+(1—-t)yeC

On peut ainsi définir la notion d’enveloppe convexe

7

Définition 1.3.4. Soit A une partie de E. L’enveloppe convexe de A, notée Conv(A) est l'intersection
de toutes les parties convexes de E qui contiennent A, autrement dit,

Conv(A) = ﬂ F

ACF, F convezxe

Proposition 1.3.5. L’enveloppe convexe d’une partie A de E est le plus petit ensemble convexe conte-
nant A.

Théoréme 1.3.6. (Carathéodory) Soit E un espace affine de dimension n. Alors l’enveloppe convexe
d’un sous-ensemble A est ’ensemble des barycentres a coefficients positifs ou nuls de familles de n + 1
points de A. Autrement dit,

Conv(A) = {Bary(Ai,)\i)iGHO’n” | Ag,... An €A, (No,..., M) € (RT)™H Z)‘i = 1}
1=0

Démonstration. On se réferera a [9]. O

1.3.2 Quelques propriétés de la convexité

Un théoréeme classique sur la convexité d’un ensemble sur un espace vectoriel euclidien :

Théoréme 1.3.7. (Projection sur un convexe fermé) Soient E un espace vectoriel euclidien et C un
convexe fermé non-vide de E. Soit (.,.)g un produit scalaire sur E. Soit x € E. Alors :

1. 3y € C vérifiant |
2. p(x) est caractérisé parVz € C, (z —p(z),z — p(z))g <0

x —y|| =d(z,C) =inf.ec||lr — z||. y est noté p(z) (projection).
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Démonstration. 1. Existence : Notons § = d(z,C) = inf.ec|lr — z||. Par définition de J et la
caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe (y,) € CY telle que lim, o[z —
yn|| = 4. Soient p,q € N, et appliquons 1'égalité du parallélogramme & (x — y,,) et (z — yq).

1@ = yp) + (2 = y)|I* + [[(z = yp) = (2 = y)II* = 2(|lx — wpl > + ||z — y4l*)

122 = yp — yall* + lyg — vpll* = 2(/1z = 5> + llz — 4lI*)

Comme C est convexe, #5¥2 € C pour tout p et ¢ donc ||z — 52| > § donc |22 —yp—yq||* > 62

Finalement,

19a = wpll” < 2|z — ypl* + 2|z — yg[* — 462

Lorsque p et ¢ tendent vers l'infini, le terme de droite tend vers 0 donc (y,) est de Cauchy.
Comme FE est supposé de dimension finie, F est complet d’ou (y,,) est une suite convergente vers
un certain y € C. Comme C est fermé et , par continuité de la norme, ||z — y|| = d(z,C)
Unicité : Soient y1, y2 € C a distance de ¢ de z. Par I'identité du parallélogramme, on a :

g1 — y2| |2 < 262 + 202 — 46% = 0

donc y; = yo.
2. Soit z € C. Notons pour t €]0,1]

z=tz+ (1 —t)p(x) €C
On a
|z = p(z) + t(p(x) = 2)[|> = ||z — tz — (1 = O)p(2)|[* = [|& — 2|* > [lo - p(x)||?

Soit en développant
t[[p(x) — 2|* + 2t(z — p(x), p(z) — )5 > 0

tllp(x) — zI[* = 2(z — p(x), 2 — p(x))p > 0
En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient I'inégalité
(z —p(x),z —p(x)p <0

O]

Théoréme 1.3.8. (Séparation d’un point et d’un conveze fermé dans un espace en dimension finie)
Si C est un convexe fermé non vide d’un espace E de dimension finie et xo un point de E n’appartenant
pas a C, il existe un hyperplan affine H séparant strictement xg de C. Autrement dit C et xg sont inclus
chacun dans un demi-espace ouvert différent défini par H. En particulier C est inclus dans l'un des
demi-espaces affines associés a H.

Démonstration. Soient xg et C comme dans ’énoncé. La distance

d(xo,C) = inf{|ly — xol| | y € C}

de xg & C est strictement positive, puisque zg ¢ C et C est fermé. Le théoréme de projection sur un
convexe fermé d’un espace euclidien dit qu’il existe un unique point yg de C réalisant cette distance,
c’est-a~dire ||yo — xo|| = d(xo,C), caractérisé par les inéquations :

Vy €C, (y—vo, 0 —yo)r <0 (1.1)

Posons f(y) = (y,z0 — yo) £ ; la fonction f est une forme linéaire non nulle sur E. La condition peut
étre reformulée :

Yy eC, f(y) < f(yo)

Spectraedres 30 avril 2022
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Par ailleurs, on a f(z0) = f(y0) + f(z0 — v0) = f(v0) + ||ro — vol|> > f(v0)
Soit H I’hyperplan défini par
yeH<—= f(y)=c

ol ¢ = M =f (%) (H est 'hyperplan médiateur du segment [z, 30]). On remarque que

flzo) >c et Vyel, fly) <c

Autrement dit, g et C sont inclus dans les demi-espaces ouverts différents définis par H. O

1.4 Compacité

On se restreindra seulement aux notions qui vont étre utilisées dans ce mémoire.

Définition 1.4.1. (Propriété de Borel-Lebesque) Une partie A de E est compacte si et seulement si :
1. A est séparé

2. De tout recouvrement d’ouvert (Us)ier (I ensemble fini ou non) de A, on peut extraire un sous-
recouvrement fini d’ouverts (Ui)ieq1,...m) de A.

Un théoreme essentiel dans le cadre de ce mémoire est la caractérisation des parties compactes
d’un espace de dimension finie.

Théoreme 1.4.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Les ensembles compacts de E sont les
fermés bornés de E

Démonstration. Nécessite quelques notions peu utiles ici. (Espaces pré-compact, complet, etc.) Se
référer a [10] pour la démonstration. O

Remarque 1.4.3. Les objets dans ce mémoire étant étudiés généralement dans R™ qui est de dimen-
sion finie (dim(R)™) =n), la compacité est plus simple a montrer.

Exemple 1.4.4. Dans E =R, tout segment de la forme [a,b] avec a,b € R, a < b est compact.

Théoréme 1.4.5. (Bolzano- Weierstrass)
Toute suite de réels bornée admet une suite extraite convergente.

Spectraedres 30 avril 2022
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Chapitre 2

Spectraedre, Spectraplexe, Polyedre

2.1 Coupes des spectraedres

Au-dela de la définition formelle des spectraedres que nous allons voir, il est important de com-
prendre ces objets & la géométrie complexe (généralisation des polyeédres dont les arrétes et les faces
peuvent étre incurvées). On peut ainsi les visualiser a condition de les "découper en tranches" : c’est
I’objet de cette section.

On va observer les coupes du cone semi-défini.

Equation quadratique et son spectraédre
Le coéne infini

On considére 'équation quadratique axz? 4+ bx + ¢ = 0 avec a,b et ¢ € R. On voit facilement que
les conditions afin d’obtenir 'inégalité quadratique sont les suivantes :

Yz €R, az?+br+c>0 (2.1)
Il est clair que a > 0 car 1’égalité doit restée satisfaite lorsque x devient grand. Afin que ce polyndéme
n’ait pas de racine (et ainsi que I’égalité soit satisfaite), il faut que A = b? —4ac < 0 i.e. 4ac —b* > 0.
Ainsi on obtient des conditions sur a,b et ¢ € R qui délimite une région par les inégalités :

a>0, dac—0b>>0 (2.2)

L’ensemble, non borné, ressemble a un cone.

FIGURE 2.1 — Représentation du céne non borné

Proposition 2.1.1. L’ensemble S := {a,b,c € R |Vz € R az® + bx + ¢ > 0} est convezxe
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Démonstration. Soient a1, b1, cy et as, bo, co les coordonnées de deux points de S. Elles vérifient donc
az + bz +c1 >0, am% +boxr+co>0 VxeR (2.3)

Les points du segment reliant ces deux points ont pour coordonnées (ka; + (1 — k)ag), (kby + (1 —
k)bs), (kep + (1 —k)ez) ot k € [0,1].

En utilisant (2.3)), on obtient donc
kaiz® 4 kbix + kep > 0

et
(1 —k)agz? + (1 —k)bgz + (1 —k)eg > 0

En sommant les deux inégalités établies ci-dessus, on obtient finalement :
(kay + (1 — k)ag)z® 4 (kby 4+ (1 — k)bo)x + (key + (1 — k)ea) >0 Vo € R Vk € [0,1]
Ainsi le segment entier est inclus dans le S, qui est convexe. 0

Remarque 2.1.2. [l s’agit en fait d’un spectraédre comme nous le verrons.

Généralisation

On peut désormais essayer de généraliser ces équations. Considérons 'inégalité quadratique
az® +by? +ex+dy+exy+ f >0

avec x, y deux variables, a, b, ¢, d, e et f des parameétres réels. On cherche & déterminer la géométrie
de I'’ensemble
Sc = {(a,b,c,d,e, f) € RO | az? + by* + cx + dy + exy + f > 0}

Ce dernier est compliqué a représenter car il est dans un espace a six dimensions. Afin de limiter les
degrés de liberté, nous pouvons fixer certains coefficients de ’ensemble S¢ ce qui permet de "sectionner"
notre ensemble comme nous ’avons fait pour le cone infini. Par exemple, fixons les plansa =1,b =1 et
f = 1. Ainsi 'ensemble peut étre représenté car nous avons diminué ses degrés de liberté. Cet ensemble
est appelé spectraedre de Cayley ou elliptope et nous le reprendrons plus tard dans le mémoire.

De la méme fagon, on peut représenter ’ensemble avec ces coupes affines.

FIGURE 2.2 — Représentation de 'ensemble S¢ avec les coupes affines expliquées ci-dessus

Remarque 2.1.3. On pourra voir en Annezxe d’autres représentations de coupes affines.

Spectraedres 30 avril 2022
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2.2 Spectraedre, Spectraedre projeté

7

Définition 2.2.1. Un ensemble S C R" est un spectraédre s’il a la forme :

S = {(:vl,...,azn) CR"|A0+ZA1‘$¢EO}

=1

o Ag,A1,..., A, €S

FIGURE 2.3 — Représentation de I'intersection d’un espace affine avec ce cone convexe de matrices

Remarque 2.2.2. Un spectraédre est l'intersection d’un espace affine avec le cone convexe des ma-
trices semi-définies positives. Puisqu’un espace affine de matrices symétriques réelles de dimension n
peut étre paramétré par

A(Z‘) = Ag+ 1141+ ...+ 2,4,

ot (z1,...,x,) € R™ et Ag, ..., A, sont des matrices symétriques réelles, d’ou la définition.

Les spectraedres possedent des propriétés intéressantes.

[ Proposition 2.2.3. Un spectraédre est convexe et fermé.

Démonstration. Convexe : Soit S = {(z1,...,2,) CR" | Ag+ > ivy Aiz; = 0} ou Ag, Ay,..., A, € S”
un spectraédre. Soient = = (z1,22,...,%n), ¥ = (Y1,Y2,---,yn) € S et t € [0,1], alors, pour tout
z€ R ona:

2T <A0 + ZAz(tl'z + (1 — t)yz> 2 =27 <A0 + tZA1£E2> Z—|—Z(1 — t)(zTAiyiz) >0

i=1 =1 =1

>0 >0

Autrement dit le segment [z,y] € S d’ou la convexité de S.
Fermé : On remarque que :

S = ﬂ {$:($1,...,$H)ERn|yT <A0+ZA'L$Z>?/ZO}

yeR” i=1

par la caractérisation des matrices semi-définies positives. En posant ¢, : R* — R, (z1,22,...,2,) —
yT (Ag + 31, A;z;) y qui est polynomiale en les variables (21,2, ..., z,) donc continue, on a finale-
ment :

S= w_l([0’+00[)

fermé

Spectraedres 30 avril 2022
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Une intersection de fermés étant fermée, ceci conclut la preuve. O

Définition 2.2.4. Un ensemble S C R™ est un spectraédre projeté s’il est de la forme :

m p
S=<(x1,...,xm) CR™| H(yl,...,yp) € R? Ao—l—ZAZl’Z—{—ZBJy] =0
i=1 j=1

O’L\LAQ,Al,...,Am,Bl,...,BpES"

Comme son nom l'indique, on peut I'interpréter géométriquement comme un spectraédre de R P
qui est "projeté" par application linéaire 7 : R™? — R™ (z,y) — x

ATTENTION : Un spectraedre projeté n’est, en général, pas un spectraedre comme on le verra dans
les exemples qui suivront. Il s’agit d’'une des majeures différences avec les polyedres pour lesquels nous
savons que la projection linéaire de ce dernier est toujours un polyedre.

Cependant, les spectraédres projetés sont d’une grande importance dans 'optimisation. En effet, il
est possible de réduire un probléme d’optimisation linéaire (défini ci-apres) sur un spectraédre projeté
a la solution d’un programme semi-défini standard. De plus, beaucoup d’ensembles convexes peuvent
étre représentés sous cette forme, d’ou l'introduction de cet objet.

2.3 Exemples

Une illustration & travers de simples exemples est importante afin de bien comprendre les deux
objets considérés.

2.3.1 Spectraedre
Le cylindre
On peut écrire I’équation du cylindre comme suit
C={(z,y,2) eR¥|2? +9* <1, -1 <2< 1}

T,
R

FIGURE 2.4 — Représentation du cylindre C

On peut le paramétrer par 'ensemble

1+z Y 0 0
3 Y 11—z O 0
= -
C (x,y,2) € R | 0 0 142 0 =0
0 0 0 1—=2
[ Proposition 2.3.1. Le cylindre est un spectraédre.
Spectraedres 30 avril 2022
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Démonstration. Notons

1+=x Y 0 0
_ y 1—2z 0 0 3
A=19 0 14z o | @¥ER
0 0 0 1—2z

Cette matrice est définie positive au point (0,0,0). Elle est semi-définie positive pour tous les autres
points dans le cylindre.
En vertu du théoréme et lemme précédents, les sous-matrices :

1+=z Y 1+2z 0
Apgyoey = ( y 1—x> et Apayisay = < 0 1 —z)

sont clairement symétriques, définies positives et donc :
1 1
det (177 ¥ Vsoema?i2<tetdet| 77 0 Vs0em1<2<1
Y 11—z 0 1—-2

On retrouve bien la paramétrisation du cylindre. O

Le "Coussin"

Un autre exemple "classique" de ces objets géométriques est le "Coussin" (the "Pillow").
Considérons la matrice

Qx,y,2) =

8 O8 =
ow ~ R
N R, O
— N O 8

et 'ensemble
P ={(z,y,2) eR* | Q(z,y,2) = 0}

P est un spectraedre ressemblant & un "coussin' d’ou son nom. La frontiére de P est la surface définie
par le déterminant
det(Q(z,y,2)) =2’ (y—2)" — 22> —¢y* =22 +1=0

FIGURE 2.5 — Illustration du "coussin" défini ci-dessus
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Le spectraédre de Cayley (ou elliptope)

FIGURE 2.6 — Le mathématicien britannique Arthur Cayley (1821-1895)

Le spectraedre de Cayley est certainement 1'un des spectraedres les plus connus et les plus simples a
étudier (avec le cylindre). Il est généralement noté S¢. On peut, de la méme fagon, écrire ’équation
de ce dernier comme suit :

N =8

=N <
Y
(aw]

1
Se =13 (x,y,2) €R® | A(z,y,2) := |z
y

Cet ensemble ne peut pas étre représenté en utilisant (un nombre fini) de cones linéaires ou quadra-
tiques.
Pour avoir une intuition géométrique de S¢, remarquons que :

det(A(z,y,2)) = —(2® + y> + 2% — 2zyz — 1)
de sorte que la frontiere de S¢ peut étre caractérisée par
224y 22— 2ayz =1

On obtient la figure suivante :

/

%

FIGURE 2.7 — Représentation du spectraedre de Cayley

On remarque la ressemblance avec un tétraedre régulier. C’est en partie en cela ou 'on dit que les
spectraedres sont une généralisation des polyedres.
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FiGURE 2.8 — Illustrations de Joel A. Trop permettant de voir la ressemblance

Un tétraedre T peut avoir la représentation "spectraédrique" suivante :

h(z,y,z) 0 0 0
0 ly(z,y, 2 0 0
T =< (z,y,2) €R?| 0 2( Oy ) (z.9.7) 0 =0
0 0 0 0 lu(z,y,2)

avec l;(x,y, z) = a;x + bjy + ¢;z + d; pour i € {1,2,3,4} bien choisies.
En effet, on aura :
hiz,y,2) =aix+biy+crz+dy >0

(2,9, 2)

la(x,y, 2) = asx + bay + coz + dy > 0
(r,y,2) = asz +bsy + c3z+d3 >0
(,y,2) = a4z + bay + caz +dy > 0

I3(x,y, 2

la
2.3.2 Spectraedre projeté

Considérons le sous-ensemble S de R? défini par :

z+y 2z—=x
22—x z—y

S = {(x,y)€R2|E|z€R, [

FIGURE 2.9 — Spectraedre projeté défini ci-

FIGURE 2.10 — Spectraedre et son projeté
dessus pectraedr Pro)

Les illustrations nous montrent qu’il s’agit de la projection sur R? d’un spectraédre dans R3.
Ainsi, par définition de I’ensemble S, pour z € R fixé, ’ensemble décrit par

z+y 2z—z z+y>0
— () <
2z —x z—y]_o {(:B—2z)2+y2§22

est un disque de rayon z centré en (2,0). Ainsi, ce spectraedre est ’enveloppe convexe du disque de
rayon z centré en (2z,0) et l'origine (0,0). Ce dernier constitue un exemple d’un spectraédre projeté
n’étant pas un spectraedre.
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2.4 Simplexe, Spectraplexe, Elliptope

Définitions et propriétés

7~

Définition 2.4.1. Un n—simplexe est ’enveloppe convexe de (n + 1) points qui ne sont pas contenus
dans un méme hyperplan (affine). On peut également définir le simplexe standard de R™ par

n
Simp, = {(xl,...,xn) eR™|Vie{l,...,n},z; > O,in = 1}
=1

\.

Remarque 2.4.2. e Un simplexe (ou n-simplexe) est l’analogue a n dimensions du triangle

e Son nom vient du fait qu’il s’agit de [’objet géométrique clos le "plus simple” qui ait n dimensions.

Définition 2.4.3. Le spectraplexe (standard) est la version "spectraédrale” du simplexe. Il est défini
par

Spec, = {M € S§(R) | Tr(M) =1}

Proposition 2.4.4. Le simplexe et le spectraplexe sont compacts

\.

Démonstration. On étudie deux ensembles de dimension finie; il suffit ainsi de montrer que ces en-
sembles sont des fermés bornés.

Simplexe : Simp, = ¥~ {1} )N (RT)" avec ¥(x1, 22, ..., 7n) = > &4 x; polynomiale donc continue.
I —~ ——

fermé fermé
Simp,, est une intersection de fermés, ¢’est donc un fermé. De plus, pour = = (21, 2, ..., Zy) € Simpy,
comme pour tout i € {1,...,n}, z; >0, ona

n
Smi=1=Vie{l,....n}, 0<z;<1=>|[z]|s <1
=1

Spectraplexe : On a Spec,, = Tr~ 1 ({1}) N S;7(R) donc Spec,, est un ensemble fermé. Voyons qu’il s’agit
- —_——— ——
fermé fermé

d’un ensemble borné. Comme on est en dimension finie, les normes sont équivalentes. Soit M € Spec,,.
En vertu du théoréeme spectral, il existe une base B de sorte que Matg(M) = diag(A1, A2, ..., Ay) Ol
(A1, A2, ..., An) C (R*)™. Etant donné que Tr(M) =1, on a ||M|| = o(M) < 1 ou o(M) désigne la
valeur singuliere de M. O

L’hyperplan {TrM = 1} intersecte S, sur un ensemble compact et défini une base pour ce cone.

Elliptope

Soit &, I'ensemble des matrices semi-définies positives avec 1 sur les éléments de la diagonale,
autrement dit :
gn:{XGSn ‘ Xu=1 Vie {1,2,...,n}}

L’ensemble convexe &, est contenu dans un sous-ensemble de S,, de codimension n défini par les
contraintes X;; = 1.

A travers les quelques exemples explicités plus haut ainsi que les propriétés des spectragdres, nous
avons compris que cet objet est modélisé par une inégalité matricielle linéaire ou IML (pour Linear
Matriz Inequality). Ainsi de nombreux problémes d’optimisation en théorie du contrdle (étude du com-
portement de systémes dynamiques paramétrés en fonction des trajectoires de leurs parametres), en
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identification de systéme (technique de automatique consistant a obtenir un modele mathématique
d’un systéme a partir de mesures) et traitement du signal peuvent étre formulés grace a des IML.
C’est 'objet du chapitre qui va suivre.

2.5 Polytopes, Polyedres

On note & un espace affine euclidien et V' sa direction muni du produit scalaire (., )V x V — R

Définition 2.5.1. e Un polytope de &£ est une intersection finie de demi-espaces de € d’intérieur
non vide.

o Un polyédre est un polytope compact.

Dans R”, un polyedre est une enveloppe convexe d’un sous-ensemble fini de ’espace euclidien R".
11 est bien entendu compact (fermé et borné). Sa dimension est, par définition, celle de 1’espace affine
qu’il engendre. De plus, le théoreme de Carathéodory, rappelé dans le chapitre 1, énonce que tout point
de I'enveloppe convexe d’un ensemble ¥ € R”™ est barycentre, avec coefficients strictement positifs,
d’un sous-ensemble de ¥ formé de points affinement indépendants.

Définition 2.5.2. Soit £ un espace affine euclidien. Soit P un polyédre de .
e On appelle mur de P tout hyperplan H de £ tel que :
1. PN H est d’intérieur non vide dans H.
2. P est inclus dans un des deux demi-espaces (fermés) limité par H.

e On appelle face d’un polytope P tout sous-ensemble de p défini comme P N H, ou H est un
hyperplan affine tel que P soit entiérement contenu dans un des deux demi-espaces fermés que H
définit.

e Une facette de P est une face de dimension dim(P) — 1.

o Un sommet est une facette de dimension 0.

e On appelle simplexe ouvert (ou n-simplexe ouvert) l'intérieur relatif d’un n-simpleze.

Ainsi défini, on obtient des résultats sur les polytopes et le lien fort qu’ils possedent avec les
n-simplexes.

[ Proposition 2.5.3. Les sommets d’un polyédre P sont en nombre fini et leur enveloppe convexe est P.

Démonstration. Soit ¥ un ensemble de cardinal minimal fini dont P est ’enveloppe convexe. Voyons
que ¥ est exactement ’ensemble des sommets de P. Soit s un sommet de P. Le théoréme de Ca-
rathéodory stipule l'existence de Ai,..., A\, € R tels que Y% A\; = 1 et s1,...,5,, point de X
affinement indépendants tels que s = Y"1 A;s;. Sim > 1, s est dans l'intérieur du segment joignant
(I—=A3—...—Apn)s1+ 383+ ...+ Amsm a (1 —=XA3— ... — \p)s2 + A3s3 + ... + ASm, Ce qui est
absurde par définition du sommet. On a donc m = 1, c’est-a-dire s € 3.

Maintenant, pour tout point s € X, notons ) C P lenveloppe convexe de ¥\ {s}. On a Q # P
par minimalité de ¥. Notons z le point de ) le plus proche de s et H ’hyperplan affine passant par
x et orthogonal au segment [zs]. Son équation est ¢(y) = (yz, s — x) = 0, et ¢ est une fonction affine
négative sur (), strictement positive en s. Par conséquent, ¢ atteint son maximum sur P en le seul
point s, qui est par conséquent un sommet de P ]

On a vu qu'un n-simplexe était ’enveloppe convexe de n + 1 point affinement indépendants dans
R™. 11 s’agit donc exactement des polyedres de dimension n avec n + 1 sommets par la proposition
précédente.
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Remarque 2.5.4. 1. Un point est un 0-simplexe et un 0-simplexe ouvert.
2. 0 et P sont des faces de P, dites faces "impropres”, les autres faces étant dites "propres’”.

3. Un polytope est la réunion disjointe des intérieurs relatifs de ses faces.

Théoreme 2.5.5. Tout polytope P est une réunion disjointe de simplexes ouverts dont les sommets sont
des sommets de P

Démonstration. Soit s un sommet de P, soient F7, ..., F), les faces (propres) de P ne contenant pas s et
soient FY, ..., F) leurs intérieurs relatifs. Les ensembles {s}, Conv({s} U F{)\{s},...,Conv({s} U F))\
{s} forment une partition de P. En raisonnant par récurrence sur la dimension de P, on peut décom-
poser chaque F; en réunion disjointe de simplexes ouverts dont les sommets sont des sommets de
F;, donc de P. En excluant les simplexes contenus dans F; — F/, on obtient une décomposition de
chaque F] en réunion disjointe de simplexes ouverts, donc aussi une telle décomposition de chaque

Conv({s}y U F)) \ {s}. O

2.5.1 Dimension 2

Définition 2.5.6. e Un polygone est une figure géométrique plane formée d’une ligne brisée, i.e.
une suite cyclique de segments consécutifs.

o Un polygone est dit régulier s’il est équilatéral et tous ses angles sont de méme mesure.

En dimension 2, il existe une infinité de polygones réguliers convexes.
En effet, pour tout & < 3, il est toujours possible de construire un (unique) polygone régulier et
convexe a k cOtés :

R=3 R=4 k=5 k=é =7 k=8
a A p—q _,'C"H-..
Fa e - . F Y
’."’ "._‘ ! '-._. ; d' &
\ \ \ / \ ¢
/ j \ / A / \_/
o " & \ / \ / N,
» d \ /
Triangle o Pentagone Hexagone Heptagone Octogone
o Carre o o . L
Equilatéral Régulier Régulier Régulier Régulier

FIGURE 2.11 — Liste (non exhaustive) des polygones de dimension 2.

2.5.2 Cas de la dimension 3

Définition 2.5.7. Soit £ un espace affine euclidien de dimension 3 et P un polyédre dans E.
On dit que P est régulier (conveze) s’il existe deux entiers p,q > 3 tels que :

1. Toutes les faces de P sont des polygones réguliers a p cotés.

2. Tout sommet de P appartient a exactement q faces de P.

Suite a cette définition, un résultat important concernant la classification des polyedres réguliers
dans &£ en dimension 3 est le suivant :
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Théoréme 2.5.8. (Les Solides de Platon) Soit £ un espace affine euclidien de dimension 3. Il existe
exactement 5 classes de similitude de polyédres réquliers dans £ :

1. Les tétraédres (avec 4 sommets, 6 arétes et 4 faces)

2. Les hexaédres (ou cubes) (avec 8 sommets, 12 arétes et 6 faces)
3. Les octaédres (avec 6 sommets, 12 arétes et 8 faces)

4. Les dodécaédres (avec 20 sommets, 30 arétes et 12 faces)

5

Les icosaédres (avec 12 sommets, 30 arétes et 20 faces)

Le Tétraedre
) . Triangles
Nature des faces Lo
équilatéraux
Nombre de faces par )
sommet ’
Nombre de sommets
Nombre d'arétes 6
Nombre de faces
Nombre de symétries 24
L’Hexaédre (ou Cube)
Nature des faces Carrés
Nombre de faces par )
sommet ’
Nombre de sommets 8
L\ Nombre d'arétes 12
Nombre de faces 6
Nombre de symétries 48
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L'Octaédre
- Triangles
Nature des faces o g
équilatéraux
Nombre de faces par
4
sommet
Nombre de sommets 6
Nombre d'arétes 12
Nombre de faces 8
Nombre de symétries 48
Le Dodécaédre
Nature des faces Pentagones réguliers
Nombre de faces par
3
sommet
Nombre de sommets 20
Nombre d'arétes 30
Nombre de faces 12
Nombre de symétries 120
L'Icosaedre
Triangles

Nature des faces L
équilatéraux

Nombre de faces par

w

sommet
Nombre de sommets 12
Nombre d'arétes 30
Nombre de faces 20
Nombre de symétries 120

Démonstration. Soit P un polyedre régulier (convexe) dans £. On note F ’ensemble des faces, A
I’ensemble des arrétes et P ’ensemble des sommets de P. L’angle entre deux arrétes consécutives

d’une face de P est (1 — 2%) 7. En effet, soit F' une face. On découpe la face en p triangles isoceles
d’angles «, a et 5. Les sommets de chaque triangle sont le centre de la face et deux sommets de F'.
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Si 0 est 'angle entre deux arrétes consécutives de F', alors § = 2a. On a m = 8+ 2« et p8 = 2w, d’out :
2
pm =pf+2pa =21+ pd = 0 = <1—>7T
p

En considérant la somme des angles autour d’'un sommet de P, on obtient 2 > ¢ (7r — 2?”) Par
conséquent on obtient les deux inégalités :

2q 2p
<, ¢g< —
P -2 q b2

De la premiere inégalité, on obtient p < 5. En regardant les différents cas pour p € {3,4,5} et en
utilisant les inégalités ci-dessus on en conclut

(p,q) €{(3,3),(3,4),(3,5),(4,3),(5,3)}

De plus, on a les égalités :

2lA] = {(7,a) € S x A| x € a}| = q|S|
2|Al = [{(a, f) e AX F |aC f}| = p|F]|
|S| — |A| + |F| (relation d’Euler)
On en déduit

‘|:%
2p+2q — pq

RE—
 2p+2q—pq
Fl= gt —
D + 29 — pg

Conclusion :

(p,q) = (3,4) = [5] =6, |[A] =12, [F| =38
(p,q) = (3,5) = |S| =12, |A| =30, |F| =20
(p,q) = (4,3) = [5] =8, [A[ =12, [F| =6
(p,q) = (5,3) = |S| = 20, |A| =30, |F| =12

Le quintuplet (|S], |A|, |F|,p,q) déterminant entierement la classe de similitude de P, ceci conclut la
preuve. O

Remarque 2.5.9. I existe également quatre polyédres réguliers non-convexes, appelés les Solides de
Kepler-Poinsot.

FIGURE 2.12 — Réprésentation des Solides de Kepler-Poinsot
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2.5.3 Dimension supérieure

Pour des raisons similaires & celles vues en dimension 3, il n’existe qu'un nombre fini de polyedres
réguliers convexes de dimension 4. (six en tout, cinq d’entre eux sont les analogues quadridimensionnels

des solides de Platon). il existe également dix polychores réguliers non-convexes, appelés les Polychores
de Schlifli-Hess

En revanche, en dimension supérieure a quatre, il n’existe plus que trois polyedres réguliers convexes
par dimension. Il s’agit des analogues du cube, du tétraedre et de ’octaedre. De plus, il n’existe plus de
polyedres réguliers non-convexes en dimension 5 et supérieure. On doit ces résultats au mathématicien
suisse Ludwig Schlafli.

FIGURE 2.13 — Ludwig Schlafli (1814-1895)
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Chapitre 3

Optimisations Linéaire, Semi-Définie et
Conique

3.1 Optimisation Linéaire

Rappelons que, pour z = (x1,...,2,) ER", 2 >0<=x; >0 Vie {1,...,n}.

3.1.1 Programmation Linéaire

7

Définition 3.1.1. La programmation linéaire est le probleme de minimiser une fonction linéaire

sujet a des contraintes linéaires.
Soient c € R, be R™, A€ My, .

On cherche alors & minimiser ¢’ x sous certaines contraintes, i.e.,

min{c’z | z € R" t.q. Az = b}

Un probléme d’optimisation linéaire sous forme standard (PLS) est souvent écrit comme :

T

min c'x
contraint a Ax =b (3.1)
x>0
avec A € My, bER™
Remarque 3.1.2. o L’équation est généralement appelée Programmation Linéaire Primal (PL-

P).

e Le minimum n’existe pas toujours.

Proposition 3.1.3. Tout probléme d’optimisation linéaire peut étre mis sous forme d’un (PLS), éven-

tuellement au priz d’un ajout de nouvelles variables.

Démonstration. Pour transformer un probleme quelconque en (PLS) :

o max ~» min : on transforme maz(cx + b) en b — min(—c)x
o cx + b~ cx : on transforme min(cz + b) en b+ mincx

e x; quelconque ~ x; > 0 : on peut écrire un scalaire sans contrainte de signe, y € R, sous la
forme y = z1 — 29, avec 21,22 > 0

e VL >~ UL = (0N vr > q<= vr — z = « pour un scalaire z > 0
e vx < a~vr=qa:onvr < a<= vr+z=«a pour un scalaire z > 0

e Dans les deux derniers cas : z = variable d’écart
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O

Exemple 3.1.4. Le probléme max(x1 —x2+3) sous x1+x2 > 1, x1 < 0 équivaut d min(z1 + z2 — z3)
Sous 21,22,23,24 >0, =21+ 29 —23 —24 =1

Définition 3.1.5. Soit A € M,,,,, m < n. La matrice A est pleine si son rang est m.
Si le rang de A est strictement inférieur a m, elle est dite déficiente.

Proposition 3.1.6. Si le systéme Ax = b est compatible, alors il existe une matrice pleine A et unb
tels que :

{teR"| Az =b} = {x € R" | Az = b}

Démonstration. On réalise une récurrence sur m, le nombre de lignes de A.
e m=1:
Sile rang de A est 1, on prend A= Aetb=15b
Si le rang de A est nul, on prend A =0et b=0

o Supposons le résultat vrai au rang (m — 1) et montrons qu’il 'est au rang m.
Si A est pleine, on prend A = A et b = b.
Si A est déficiente, alors il existe j € {1,...,m} tel que V(A) = Dokt Mk (A), dott by =
>k Mkbr (par compatibilité du systeme) ot I7(A) désigne la j-ieme ligne de la matrice A.
La matrice A obtenue en privant A de j-iéme ligne et le vecteur b obtenu en privant b de b
satisfont Az = b, alors que A a (m — 1) lignes. On peut donc remplacer A (donc A) par une
matrice pleine.

0

Géométriquement, une (PL-P) est interprétée et peut étre définie comme l'intersection de deux
sous-espaces affines.
Une programmation linéaire est convexe; en effet, il s’agit de I'intersection de deux convexes.

Définition 3.1.7. Un ensemble défini par un nombre fini d’inéquations ou d’équations linéaires est
appelé polyédre

Remarque 3.1.8. 1. Le polyédre est une généralisation de la programmation linéaire.

2. Il est toujours convezxe.

On peut restreindre ’étude de cet objet a des bornés de R™.

Définition 3.1.9. e Un polytope P est un polyédre borné. Il est de la forme
P:={zeR"| Az =b, z >0}

ou A est une matrice de rang m < n.

e x € R" est un sommet de P si et seulement st x € P et il n'existe pas y,z € P avec y # z et
z € (y,z)

e Une base de A (A de rang m < n), est une partiec B = {j1,...,jm} C {1,...,n} telle que les
colonnes d’indices ji,...Jm de A soient libres, ce qui équivaut a : la matrice carrée B formée avec
les lignes de A et les colonnes d’indices j1,...,jn de A est inversible.

Exemple 3.1.10. On considére le probléme de linéaire suivant :

—x1+3x0+ 23 =4
— Minimiser z1 — 8xo contraint d 41 —z9+2x4 =6 (3.2)
Z1,X2,T3,T4 Z 0
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FIiGURE 3.1 — Représentation de 1’équation
On remarque ici que n =4, m =2

-1 3 10

CT = (17 _87070)7 xr = (I1’x27$371"4)T A - l 4 _1 0 1

] e R b= (4,6)"

Des bases sont {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,3}. L’ensemble constitue un polyédre de di-
mension 2 aprés projection sur le (x1,xe)—plan qui est représenté ci-dessus dont la solution optimale
est située en l'un des 4 sommets de P pour x* = (2,2,0,0), avec un cott optimal p* = —14.

Remarque 3.1.11. e En considérant la base B ={1,3}, on note A ~ (B | N) avec

et xp = (x1,23), N = (T2, 24).
o Le fait que la solution optimale soit un sommet n’est pas une coincidence ; en effet, nous allons
voir qu’il s’agit d’une condition nécessaire.

Définition 3.1.12. Soit A une matrice de rang m, B une base de A et A ~ (B | N) la décomposition
de A associée a B.

e La solution de base associée a B et au systéme Az = b est x «~ (vp,0) avec xp la seule solution
de Bxg = b, noté zB. Autrement dit, c’est l'unique solution de Ax =b telle que xn = 0.

e La solution de base x est admissible si et seulement si xg > 0, autrement dit, si et seulement si
zeP

e La base B est dite admissible si et seulement si 2P est admissible

Théoréme 3.1.13. Soit P = {z € R" | Ax = b, x > 0} un polytope conveze standard (i.e. A est de
rang m), alors x est un sommet de P si et seulement si x est une solution de base admissible pour une
certaine base B de A.

Démonstration. Supposons que z soit un sommet de P, alors aprés permutation, A «~ (C | M), avec
o > 0 et xpy = 0. Soit w solution de Cw = 0. Pour € > 0 suffisamment petit, on x¢c £ ew > 0 et
x = %y + %z, avec y « (zo — ew,0), z v« (x¢ + ew,0). Comme y,z € P, on doit avoir y = z, d’ou
w = 0.

Ainsi C est injective, en particulier ses colonnes forment une famille libre. On compléte C' & une ma-
trice carrée B, extraite de A et de méme rang que celui de A. B correspond alors a une base B de A.
Avec A~ (B| N),on a xy =0, d’out z est la solution de base associée a B.
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Réciproquement, si x est une solution de base admissible pour une certaine base B de A et si y,z € P
et ¢t €]0, 1] sont tels que = = (1 — t)y + tz, alors on a

rp = (1 — t)yB +itzp et xny = (1 — t)yN +tzn
Comme yy,zy > 0, 0on ayy = zy = 0.
De plus, comme Ax = Ay = Az = b, on a Bap = Bygp = Bzg = b, d'ou zp = yp = zp, ce qui
implique z =y = 2. O
3.1.2 Recherche d’un optimum

Un résultat important de ’optimisation linéaire est le suivant

Théoréme 3.1.14. On considére le (PLS) swivant : min a.— ¢’ z.

x>0

S’il existe une solution x du (PLS), alors il existe une solution y du (PLS) qui soit, de
un sommet de P.

plus,

Démonstration. Soit y € P une solution du (PLS) qui a le moins de coordonnées strictement positives
parmi les solutions de ce dernier. Soit A ~ (C'| M), y ~ (yc,ym ), avec yo > 0 et ypr = 0.

Soit w une solution de Cw = 0. D’abord, on a cow =0 (x). En effet, si z ~ (yo £ ew, 0), alors z est
admissible pour € petit. y étant optimal, on trouve +ecow > 0, d’ol ccw = 0.

Voyons que w = 0. Par I'absurde, supposons que w # 0, on peut alors supposer w; > 0. Soit € :=
miny,; >0 % > 0.
Soit z ~ €(w, 0) et soit x :=y — 2. Alors x > 0, zpr = 0 et ¢ # 0. Par ailleurs, Az = Cyp, + M,,, =
A,—C, = A, =b. Donc z est une solution du (PLS) ayant moins de coordonnées strictement positives
que y. Par ailleurs, cx = cy par (%), d’ot z optimal — c’est une contradiction. O

Recherche naive d’un optimum

On suppose 'existence d’une solution du (PLS), 'algorithme suivant permet de trouver le mini-
mum :

Algorithme :

1. Initialisation z = oo
2. On considéres toutes les parties de m éléments B C {1,...,n}
3. On vérifie si la matrice B associée a B est inversible
e Sinon, on passe au B suivant.
e Sioui, on calcule zp := B~ b
4. e Sizp # 0, on passe au B suivant
e Sinon, on remplace z par min{z, ¢z}, ot ¢« (¢, cy)
5. Afficher z — minimum du (PLS)
Remarque 3.1.15. e Cet algorithme, bien que fiable, posséde un nombre prohibitif de calculs :
en effet, il y a (;:L) parties B d regarder, résolution de Bxp = b pour chaque base

e On peut obtenir un z fini méme si Uinfimum du (PLS) vaut —oo — contre-intuitif. Par exemple,
pour le (PLS) définit par
min (z1 — z2),
z1,222>0

on a z =1 bien que Uinfimum soit —oo.

Exemple 3.1.16. En reprenant l’exemple, en appliquant [’algorithme on retrouve le cotdt optimal
p* = 14.
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3.1.3 Dualité

L’une des plus remarquables et utiles caractéristiques de la programmation linéaire est qu’a chaque
probléme de PL, on peut lui associer son probleme "dual" qui est également un probléme de PL.

~

Définition 3.1.17. Soit PL une programmation linéaire définie par

min f'X
Ax =10 (3.3)
x>0

On peut lui associer son dual qui, pour le cas de l’équation est :

maz by
{ se. ATy<e 24

On reprend 'exemple du probléme linéaire ([2.3)).
Son dual correspondant est :

—y1+dyp <1
e <
— Maximiser 4y; + 6y2 contraint a 22/1 < 0y2 = -8 (3.5)
1<
y2 <0

L’ensemble dual réalisable (y1,y2) est présenté ci-dessous dans la méme figure, avec une solution

FIGURE 3.2 — Représentation de LP F1GURE 3.3 — Représentation de LP-D
optimale y* = —%, —% et un cofit optimal d* = —14. On a, pour cet exemple p* = d* = —14.

On peut essayer de dualiser d’autres types de problémes. Déterminons le dual du probleme

max z = ¢,
Ax < b,
x>0

11 suffit de réécrire le probleme sous la forme d’une minimisation :

—man z = —cTac,

—Ax > —b,
x>0
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Ainsi, le dual sera :

min bly,
ATy > ¢,
y=>0

[ Proposition 3.1.18. Le dual du dual est le primal.

Démonstration. On considere le probleme primal
min z = ch,
Az > b,
x>0

Par définition, son dual est

mazx z = bly,
Aly <,
y=0

En appliquant le résultat vu ci-dessus sur ce type de probléme on obtient que le dual est :

min z = ch,
(AT Tz > b,
x>0

Soit

min z:cTa:,
Ax > b,
x>0

O]

On a vu dans l'exemple précédent que la valeur minimale du primal coincidait avec la valeur
maximale du dual. Il s’agit en fait d’une égalité dans le cadre général.

Théoréme 3.1.19. (Dualité (version faible))
SiAx >b, >0 etATygc, y >0, alors

vy <cla Vo,yeRy

Démonstration. Soient z,y € RT, alors

r=aTe>aTATy = (Ax)Ty = yT Az > yTb =Ty

O
En reprenant I'exemple du début, le point y = (y1,y2) avec y; = —% et yo = —% vérifie les
contraintes. On a bien : 160
by = dyy + 6y = BETE <-ld=clx
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pour le sommet z = (2,2,0,0) satisfaisant Az > b et z > 0.
Le théoreme faible de la dualité nous implique
bTy <cly — bTy < mwin lr— mgux bTy < mxin cx

En fait, on a méme égalité avec ce résultat qui suit.

Théoréme 3.1.20. (Dualité (version forte))
On a l’égalité

min ¢!z = max by
Ax>b AT y<p
B20 y=>0

De plus, l'un des problémes (primal ou dual) admet une solution si et seulement si l’autre probléme
admet ausst une solution.

Démonstration. La démonstration de ce résultat, bien que peu difficile, nécessite un minimum de
connaissances concernant la théorie de la dualité. On pourra se référer a [12]. O

3.2 Programmation Semi-Définie

L’optimisation semi-définie est une branche de 'optimisation convexe qui est d’un grand intérét
pratique. L’idée principale est de généraliser les programmes linéaires et les ensembles réalisables
associés (polyedres) au cas ou les variables de décision sont des matrices symétriques, et les inégalités
doivent étre comprises comme des matrices semi-définies positives (S;7T).

On notera dans cette section ">" 'ordre partiel de Lowner rappelé dans les notations.

3.2.1 Définitions et formulation

Définition 3.2.1. Une Inégalité Matricielle Linéaire (IML) est de la forme

m
Ao + Z Ajz; = 0
—

ot A; €Sy, i€1{0,...,n}

\.

Remarque 3.2.2. Un spectraéedre a un lien trés fort avec IML. En effet il ne s’agit que d’un ensemble
de points de R™ vérifiant une IML.

Exemple 3.2.3. Un nouvel exemple (classique) est celui de la courbe elliptique.
On considére dans R? ’ensemble

z+1 0 Y
T =< (x,y) eR*| A(z,y):=| 0 2 —z—1|=0 (3.6)
Y —r—1 2

Calculons le polynome caractéristique de A :

xa(t) =% + pat® + p1t + po

avec
pr=—1x—5 pr=—2>4+2x -1y +7, po=—-3—x+x>+ 32>+ 2°

En vertu du théoréme de caractérisation des matrices symétriques semi-définies positives @, la semi-
définie positivité de A(x,y) est équivalente auz conditions :

—pa=x+5>0
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pr=—-a224+2r—9y*+7>0
—p0:3+x—:1:3—3:1:2—2y220

J

FIGURE 3.4 — Représentation de la courbe elliptique

Formulation des programmes primaires semi-définis

Définition 3.2.4. Un probléeme de programmation semi-définie PSD est écrit comme :
min <C,X >
s.c. <A, X>=b, i=1,...,m,
X >0,

ot C, A € Sy, et < X, Y >:=Tr(XTY) = 3, Xi;Yi;.

\.

(3.7)

Remarque 3.2.5. e Les programmes semi-définis (PSD) sont des problémes d’optimisation li-
néaire sur les spectraedres.

e On notera dans la suite AX = b ou b € R™ et A est un opérateur linéaire de S, dans R™ tel
que

<A17 X>t’l”

AX =

<Ama X)tr

o L’ensemble des matrices X satisfaisant les contraintes est un spectraédre, par conséquent, il s’agit
toujours d’un convexe (nous le démontrerons plus tard dans ce chapitre).

e Le (PL) :
Ax =b

— Minimiser ¢’ X contraint
x>0

est un cas particulier d’un (PSD) en définissant
X := Diag(x), Ap:= Diag(c) et A;:= Diag(l;(A)) Vie{l,...,m}
ot l;(A) désigne la i-ieme ligne de la matrice A

Par la remarque précédente, tout probleme (PL) est un probléme (PSD) ou toutes les matrices
A; sont diagonales. Cependant, la réciproque est fausse. En effet, en voici un contre exemple :

Exemple 3.2.6. Considérons le probleme non linéaire suivant :

{ min (c 2)”

dlzx

Az +b>0

Spectraedres 30 avril 2022

Page 37




Demesmay Yoann Université de Bourgogne Franche-Comté

ot on suppose que d'x >0 si Ax +b> 0. Ce probléme se reformule alors comme suit :
min t
Ar+b>0

(cTx)?
dlx <t

T,.\2
1l s’agit donc d’optimiser une fonction linéaire. Sous la contrainte Ax +b > 0 et %

[’équivalence :

<t ona

=0 sidTacZO

dTx Te dlzx
= t>0,dz>0 et td'z > (c''z)?
On obtient ainsi le (PSD) suivant :

T,.\2 T
(c'x) <t [t c'x
c

min t
dlz >0
Diag(Ax +b) 0 0
0 t el =0
0 e dTz

Ainsi, la classe des problémes (PSD) est beaucoup plus large que la classe des probléemes linéaires
(PL).

Cependant, contrairement a la programmation linéaire, ’ensemble des solutions n’est pas en géné-
ral polyédral.

Exemple 3.2.7. Considérons le probléme PSD suivant :

11 +x22=1
— Minimiser 2x11 + 2x12 contraint d T Tz o 0
T2 T22|

1l s’agit clairement d’un PSD, avec m =1 et

2 1 1 0
C:L O], AF[O 1], =1

Les contraintes sont satisfaites si et seulement si x11(1 —x11) > a:%Q ce qui forme un disque fermé qui
n’est pas polyédral. La solution optimale est égale a

2-v2 1
* 4
X=| 4
2V/2 4

avec un colt optimal 1 — /2, qui nest clairement pas rationnel.

FIGURE 3.5 — Ensemble réalisable du probleme PSD défini ci-dessus.

Remarque 3.2.8. Dans le cas particulier ou C = 0, le probléme de base est réduit a savoir si
seulement les contraintes peuvent étre satisfaites ou non pour une certaine matrice X .
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3.2.2 Approche de la dualité (version faible)
Probléme dual via la dualisation lagrangienne

De la méme facon que dans le cas de 'optimisation linéaire, on peut associer & chaque PSD son
dual. Pour ce faire, on a besoin de l'opérateur adjoint de A : S, — R™ qui est 'opérateur noté
A" R™ — S, vérifiant (AX, y)rm = (X, A*y)s, pour tout X € 8™ et tout y € R™. Ainsi,

(X, AY)tr = (AX, y)rm = > _4iTr(Ai, X) =Tr <Xzyi14i> = <X>ZyiAi>
i=1 i=1 i=1 -
ce qui donne

A%y = Z%‘Az‘ vy € R™
=1

La méthode la plus simple pour obtenir un dual de (PSD — P) est d’utiliser la dualisation lagrangienne
de sa contrainte d’égalité. Considérons alors la fonction lagrangienne

L(X,y) =(C,X)p + (y,0— AX)pm VX €S}, VyeR™
On associe a (PSD — P) le probléme d’optimisation

PSD — D) max min L£(X,
( ) e min, (X,9)

appelé probleme dual de (PSD — P) et la fonction d : R* — R défini par d(y) := miny g+ L(X,y)
est dite fonction duale. Il vient :

d(y) = min L£(X,y)

XeS;h
= min [ {(C, X)) + by — (Ai, X)tr)yi
i << e 3= (40 X, >y>
= min (C — iAi, X + ) by
Xes,f< ;y & ; g’

= (b,y)rm + min (C — A%y, X ).
XeS;h

En vertu des propriétés de S;F,

0si C—A*y=0

—00 sinon

min (C — A"y, X))y = {
XeS;t

et le probleme dual est alors

d =
max d(y)

{ max (b, y)grm si C — A*y >0

—00 sinon

Suite & ces bréves explications, on peut définir le dual d’un (PSD — P)
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Définition 3.2.9. On considére le PSD primal (PSD-P) :

min (C,X)
sc. AX =0, beR™ (3.9)
X =0,

ot C, A € Sy, et < X, Y >:=Tr(XTY) = 3, Xi;Yi;.

Son dual, noté (PSD-D) est :
maz by
se. Ay+Z2=C (3.10)
yeR™, Z 0.

ot b= (b1,...,bm), et y= (y1,...,Ym) sont les variables.

Proposition 3.2.10. Un programme semi-défini est conveze.

\.

Démonstration. La fonction qu’on cherche a minimiser étant linéaire, elle est convexe. Ceci permet
de voir que démontrer qu’'un programme semi-défini est convexe revient a démontrer que ’ensemble
A={X €S| AX = b} Dest.

On se donne X1, X5 € A et X € [0, 1]. Par convexité de S, il est clair que X7 + (1 — X)Xy € S;. Par
conséquent, les propriétés du produit scalaire (.,.)s nous donnent :

(A1, X1+ (1= )Xo
ANXT + (1 - 2Xy)) = :
(A, AX1 + (1 = A) Xa)yr
MAL X)) + (1 — N) (A1, Xo)ur

)‘<Am7X1>tr + (1 - )‘)<AmaX2>tr
Aby + (1= \)by

= : =b.

Abm + (1= A)bm

D’ou la convexité du domaine de contraintes. O
Exemple 3.2.11. Considérons le probléeme suivant :

min 11 + 4x12 + 6x13 + 9199 + 733

s.c. x11 + 2x13 + 3x99 + 1493 + b3z = 11
4219 + 16213 + 6222 + 4233 = 19

X >0

qui est un programme semi-défini avec ici

1 2 3
b= (11,197 Cc=12 9 0
3 07
101 0 2 8
Aij=10 3 7| A3=12 6 0
175 8 0 4
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T11 T12 13
_ —+
X = |x19 x99 To3 683
r13 T23 I33

Le dual de ce dernier peut s’écrire, par définition, sous la forme suivante

mazx 11y; + 19y,

1 0 1 0 2 8 1 2 3
sec. 1|0 3 Tl +y2|2 6 0| +Z2=12 9 O
1 75 8 0 4 307
Z =0
On peut réécrire ce probléme sous la forme
max 11y; + 19yo
L=y 2 — 2y 3—y1 —8y2
s.c. 2 — 29 9 — 3y1 — 6y9 —Ty1 =0
3—y1 —8y2 —Ty1 7—5y1 — 4y2

Définition 3.2.12. e La valeur optimale du probléme (PSD-P) est
p:=v(PSD - P)=inf{(C,X)tr | AX =b et X >0}

et
Rpsp—_p := {X S S;_ | AX = b}

est ’ensemble des matrices admissibles (ou solution réalisable primale) de (PSD-P).

e L’ensemble des solutions optimales (primales) du (PSD-P) est noté Spsp—p.
Ainsi X est une solution optimale primale (X € Spsp) si X € Rpsp et

<Ca X>tr =p
e La valeur optimale du probléme (PSD-D) est
d :=v(PSD — D) = sup{(b,y)gm | A'y+Z=C et (y,Z) € R™ x S}}

et
Rpsp-p ={(y,Z2) eR™ x S} | Ay + Z = C}
est ’ensemble des solutions admissibles (ou réalisables duales) du (PSD — D).

e L’ensemble Spsp—p est l’ensemble des solutions optimales (duales) du (PSD-D).
Ainsi (3, Z) est une solution optimale duale ((§,Z) € R™ x 87 ) si (§,2) € Rpsp—p et

<b7 g>Rm = J

Remarque 3.2.13. Le probléme dual est un probléeme de programmation semi-définie (donc conveze).

Et une solution optimale duale de (PSD-D) est un couple (§,Z) € Rp tel que
<b7 Q>Rm = Ci

On retrouve les théoremes de la dualité vus dans le cas particulier de la programmation linéaire.
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Proposition 3.2.14. (Dualité faible)

Soient X une solution réalisable primale de (PSD-P) et (y, Z) une solution réalisable duale de (PSD-D).
Alors

<CaX>t7‘ - <b7 y>]Rm = <X7 Z>tr >0
Et si (X, Z)y =0 alors X € Spsp—p et (y,Z) € Spsp-b-

Autrement dit, la valeur de chaque solution réalisable primale est plus grande ou égale d la wva-
leur de chaque solution réalisable duale.

Démonstration. On a, pour tous C € S, et y € R™ :

<C>X>t7“ - <ba y>Rm = <§:y1Az + Z>X> - <ba y>Rm

i=1

m
- Z AzaX try’L <Z7X>tr - <b’ y>Rm

biyi + - <b, y>Rm

I
/N\ ﬁMs I

>t7‘ — <X Z>tr = O

car X,Z € S;f.
D’autre part, si (X, Z), =0 avec X € Rpsp—p et (y,Z) € Rpsp-p, alors

(C, X )y = (b, y)rm

Et comme
(b,y)rm < v(PSD — D) <v(PSD — P) < {(C, X)y

on obtient alors que
v(PSD — D) =v(PSD — P) = (C, X)¢ = (b, y)rm

On a ainsi montré que X € Spsp—_p et (y,Z) € Spsp-p. O

Définition 3.2.15. La différence (C, X ) — (b, y)rm > 0 est appelée saut (ou écart) de dualité.

3.2.3 Dualité forte

Avant d’aborder le théoreme essentiel et les résultats qui en découlent, on a besoin d’un résultat
préliminaire. On note, pour M € S;F, A\pin (M) la plus petite valeur propre de M et Ay (M) la plus
grande valeur propre de M.

Lemme 3.2.16. Soient A, B € S;F. Alors

)\mzn(A))\mam(B) < )\mzn(A)TT(B) < <A7 B>t7‘ < )\maz(A)TT(B) < n)\mam(A))\maa:(B)

Démonstration. Soient A, B € S, la décomposition spectrale de A donne I'existence d’une matrice
P € O, telle que A =PDPT avec D € M,, diagonale et PPT =1,. Alors :
(A,B)y =Tr(AB)
=Tr(PDPT'B) = Tr(DPTBP)
> Anin(A)Tr(PTBP) = Apin(A)Tr(B)
Z Amzn(A)Amaz (B)
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On montre de la méme fagon
<Aa B>tr < )\max(A)TT(B) < nAmaz(A))\max(B)
En utilisant le fait que la trace est un invariant de similitude, on a

Amin(A) < Tr(A) < nAmaz(A)

On considere 'ensemble

A(SH) = {AX | X = 0}

avec A : S, — R™ un opérateur linéaire. Il est clair que cet ensemble est un cdne convexe comme
image d’un cdne convexe par un opérateur linéaire. Cependant, il n’est pas nécessairement fermé.
L’exemple suivant permet de nous convaincre.

Exemple 3.2.17. Soit A: Sy — R? une application linéaire définie par

AX = [x—y] VX = Lx/ y] €S

z—y z
On a
. x>0
[ Z]GSﬂ:) z2>0
Yy .TZZ]./Q
Alors

A(SF) = 1{(0,0)} U {(u,v) € R? [ u+v > 0}
En effet, il est évident que (0,0) € A(Ss) (prendre X = 0). Si (s,t) # (0,0) € A(S2), il existe donc
X = [ﬁ y] tel que{ s=x—y avee 2,2 > 0 z2 > o2,
Yy z t=z—y
Alors

st+t=x+2z—2z

>4+ 22— 22z
= (Vo +V2)?
>0

Réciproquement, (0,0) € A(S?) (prendre I'antécédent X = 0). Soit (u,v) € R? tel que u+v > 0, alors
(u,v) # (0,0). Pour X = B ZZ/], on pose { zf::'g alors u+v > 0 donc (u,v) € A(SS). Mais
A(85) n'est clairement pas fermé. En effet, soit (un,vy) = (142, -1 — L), Les éléments de la suite
appartiennent o A(SY) bien que (up,vy) — (1,—1) € A(SF)E

n—-+4oo

Cependant, une condition suffisante pour que A(S,") soit fermé est donnée par le résultat qui suit.

Lemme 3.2.18. Supposons qu’il existe y € R™ tel que

Ay = yidi = 0

=1

Alors A(S;F) est fermé.
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Démonstration. Soit (X;);cny une suite de matrices symétriques semi-définies positives telle que

lim AX;=5b

t—>+00
La continuité du produit scalaire nous assure

(v, AXi)pm — (y,b)rm

1——+00

Le lemme précédent implique
<y7AXi>]Rm - <A*ani>tr 2 )\mzn(A*y)Amaz(Xz)

ce qui montre que la suite (Apqez(X;))ien est bornée.
Par ailleurs
1 Xiller = jf}axn Aj(Xi) = Amax (Xi)

Donc (X;);en est une suite bornée dans S,,. Comme ce dernier est de dimension finie, il existe une
sous-suite (X, Jren telle que X, . — X.Or X; €S, est fermé donc X =0 et AX =b.

—r+00
Ceci conclut la preuve. O

s )

Lemme 3.2.19. (Lemme de Farkas)
Supposons qu’il existe yo € R™ tel que A*yg = 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une matrice X = 0 telle que AX =b (i.e. Rpsp—p #0).
2. bTy > 0 pour tout y € R™ tel que A*y = 0.

. J

Démonstration. (1) = (2) Si AX = b pour un certain X > 0, alors
bTy = (AX)Ty = <AX7 y)Rm = <A*y7X>tr 2 0.
(2) = (1) Par contraposée, supposons que pour toute matrice X = 0, AX # b, i.e. le systéme

AX =0
X*>0

n’admet pas de solution (Rpsp_p = ). Alors b € A(S;H)C. Mais comme A(S;") est un convexe fermé
(lemme précédent), le théoréme de séparation assure l'existence d’un vecteur y; € R™ tel que

<b, y1>]Rm <0 et <.AX, y1>Rm >0 VX >0
Donc (X, A*y1)y >0 VX = 0 avec bTy; < 0. Le théoréeme de Fejér assure donc que A*y; > 0. O

Nous sommes désormais en mesure de démontrer le théoréme capital de cette section. Rappelons
que p :=v(PSD — P) = inf{(C,X)tr | AX =b et X >0} et d:=v(PSD — D) = sup{(b,y)rm |
Ay+ 72 =C et (y,Z) e R™ x ST}
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Définition 3.2.20. o Le systeme

AX =D
X =0

est dit strictement réalisable si
be Int(.A(S,f[))

Dans ce cas, un point X sera dit strictement réalisable pour (PSD — P) si X € Rpgp_p =
{X eSSt | Az = b}.
o Le systeme
Ay+2Z=C
y e R™
Z =0

est dit strictement réalisable si
C € Int(A*(R™) + S;)

Dans ce cas, un point (y, Z) sera dit strictement réalisable pour (PSD —D) si (y,Z) € Rpsp_p =
{(y, Z2) eR™ x S+ | A*y+ Z = C}.

Théoréme 3.2.21. (Dualité forte)
Supposons qu’il existe y € R™ tel que

m
Ay = yidi =0
=1

Alors p=d. Si de plus 'une des valeurs est finie, alors cette valeur est atteinte.

Démonstration. Distinguons les différents cas selon les valeurs de p et d.
e Si p = —o0, alors par la dualité faible , d = —o0
e Sid= +o0, alors par la dualité faible, p = +oo
e Sip=+o0,ie Rpsp_p = 0. Par le lemme de Farkas, il existe yo € R™ tel que

(b,yo)rm >0 et A*yp <0
Donc d = 400. En effet, soit (y, Z) € Rpsp—p, alors Z = C — A*y = 0 et, pour n € N, on pose
Yn =y +nyy et Z,:=C— A%y,
Alors (yn, Zn) € Rpsp—p pour tout entier n et

b,y + nyo)gm —> +00

n—> -+00

d’ou d = +00. On montre de la méme maniére que si d = —oo, alors p = —oo.

« Supposons désormais p et d sont finies avec d < p . Alors le systéme
(C, XV =d
AX =10
X >0
n’admet pas de solution. Ainsi, par le lemme de Farkas, il existe (yo,y) € R™ x R™ tel que

yoC + A%y =0 et dyo+bly <0

On distingue alors trois cas :
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1. Siyg =0, alors A*y = et b’y < 0. Le lemme de Farkas stipule la non existence de solution
pour le systeme

AX =b
X=0
donc Rpsp—p =0
2. Siyp > 0, alors

C — A* (—y> =0 et ci—bT(—y> <0
Yo Yo

donc d n’est pas la valeur optimale. C’est une contradiction.

3. Siyg <0, alors

O+ A (—y> =0 et —d+b” (—y) <0
Yo Yo

Comme l'inégalité est stricte, il existe un certain € > 0 tel que

—C+ A (—y> =0 et —d+b" (—y) < —e (3.11)
Yo Yo

L’inégalité étant stricte, il existe g tel que :
C—A*§) =0 et d—bl(j) <e (3.12)

En sommant et on obtient :
A* (—y—g> =0 et b <—y—g) <0
Yo Yo

De nouveau, par le lemme de Farkas, Rpsp_p = 0 d’out p = —oo. C’est une contradiction.

Dans tous les cas, d > p. La dualité faible permet de conclure I'égalité.

Donc p = d.
Supposons que p ou d est finie alors cette valeur est atteinte, i.e.,
X € Rpsp—p et 3(y, Z) € Rpsp_p tels que

p= <C,X>tr = <b, g>Rm = J

De la méme facon, on a le résultat suivant :

Théoreme 3.2.22. Supposons que l'une des deux assertions soit vérifié :
1. Rpsp_p # 0
2. Rpsp-p # 0

Alors p = d. De plus, si U'une des des valeurs est finie alors cette valeur est atteinte.

3.2.4 Existence de solutions

On a vu le lien fort qui réside entre un probléme (PSD) et son dual. Mais pouvons-nous affirmer
a tous les coups que ces solutions existent ? (i.e. quand est-ce que l’ensemble des solutions primales
est non vide et bornée?) Le résultat qui suit nous permet d’assurer cette existence sous certaines
hypotheses.
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Proposition 3.2.23. 1. SiRpsp—p X Rpgp_p # 0, alors Spsp—p est non vide et bornée. De plus,
v(PSD — P) =v(PSD — D)
2. SiRpsp-p X Rygp_p # 0 et A est surjective, alors Spsp—p est non vide et borné. De plus,
v(PSD — P) =v(PSD — D)

3. SiRysp_p X Resp_p # 0 et A est surjective, alors Spsp—p et Spsp—p sont non vides bornés.
De plus,
v(PSD — P) =v(PSD — D)

Démonstration. 1. SiRpsp-pPXRpgp_p # 0, le théoréme de la dualité forte implique directement
d = p et de plus, p est finie. Cette valeur est donc atteinte, i.e.,

3X € Rpsp_p tq p = (C, X)4,

ce qui prouve Spsp_p # 0.
Voyons maintenant qu’il s’agit d’'un ensemble borné. Supposons qu’il existe une solution (y, Z)
strictement réalisable du programme dual, alors

Z:=C—-A"y>0

Soit X € Spsp—p. X est donc une solution du (PSD-P), d’ou (C, X);, = p < a, « € R. Ainsi,
on a :

Z étant supposé définie positive, on a
)\mm(Z) >0 et Z = )\mm(Z)In

D’ou
Amm(Z)<Xa In>tr < <Z5X>tr <a-— bTy

Ainsi, on a

a—bly
Tr(X)=(X,Ip) < ————
Donc
| X |er < Tr(X)
< o= bly
o )\mzn(Z)

3.2.5 Conditions d’optimalité

Deux résultats sur les solutions optimales, qui découlent des résultats précédents, sont les suivants :
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Théoréme 3.2.24. Supposons que Rpsp_p X Rpsp_p # 0 et que A est surjectif. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. X et (§,Z) sont solutions optimales respectivement de (PSD — P) et (PSD — D).

Démonstration. Si X et (§, Z) sont respectivement solutions optimales pour (PSD — P) et (PSD— D),
elles sont donc réalisables. Ainsi, on a

(X, Z)4r =0
Réciproquement, supposons qu’on a :
AX =b, X>0
Ag+2=C, Z=0
(X, Z)4r =0

Alors la dualité faible implique clairement que X et (7, Z ) sont solutions optimales respectivement de
(PSD — P) et (PSD — D). O

Théoréme 3.2.25. Soient X € Rpsp_p et (7, Z) € Rpsp_p ayant un saut de dualité non nul, i.e.,
(C, X)ir — (b, §)rm =0

Alors X et (i, Z) sont solutions optimale de (PSD — P) et (PSD — D) respectivement si et seulement si

Démonstration. On a vu que

Or, par le théoreme de Fejér, il vient :

(X, 2)p=0+= XZ=0

3.3 Programmation conique

3.3.1 Formulation des programmations coniques

On fixe E un espace vectoriel réel. Pour I C E un sous-ensemble, on note dim(K) la dimension
du sous-espace vectoriel engendré par ’ensemble K.

Définition 3.3.1. e Un cone K est dit pointu si ()N (—K) = {0}
e Un cone K est dit solide si dim(K) = dim(E)

e Un cone K est dit propre si ce dernier est convexe, fermé, solide et pointu.

Exemple 3.3.2. Céne de Lorentz : On considére [’ensemble

1
n 2

ﬁg_ = {(xg,xl,...,xn) ERn—H | (Zx?) < ZL‘o}
i=1

1l s’agit d’un cone propre. En effet, voyons qu’il vérifie bien les différents critéres.
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n

e Fermé : Il est clair que L7} = d1(] — 00,0]) ou ® : R*"! — R est lapplication définie par
—_——
fermé

1
D(xo, 21, .-, Tn) = Yig (avf)2 — xg qui est polynomiale donc continue en particulier. Par la
caractérisation des ensembles fermés, L' est fermé.

e Pointu : Soit x = (xo, x1,...,2n) € (L) N(=L") alors il vient :

n

Z 0= z;=0vie{l,...n}
=1

Maintenant, la seule possibilité pour que xog > 0 et zg < 0 est xg = 0. Finalement z = (0,...,0),
donc

(LD (LE) = {Ogn+1}

LY est pointu.

o Solide :
1 1 ... 1 1
1 00
0 1 0 0
00 ... 10

est une matrice carrée de taille n + 1 dont les vecteurs colonnes sont des éléments de L'} . On
peut facilement échelonner cette matrice en opérant sur les colonnes et, en échangeant les places
de ces derniéres, on obtient la matrice identité. On a ainsi montré que ces n+1 vecteurs forment
une base de L7, d’ou dim(K) =n+1 = dim(R"™). L7 est donc solide.

e Conveze : On se donne 2 éléments de LT, x = (20, %1,...,%n), ¥ = (Y0, Y1,---,Yn) et t € [0,1].
On a alors :
n n
S (w4 (1= 1)ya)*) = 3 (Pat + (1 - %97 + 26t - Dy
i=1 i=1

n
< a3+ (1 — )2y +2t(t — 1) szyz (car x,y € L)
i=1

1 1
3 /n 3
<trl 4+ (1 -t +2t(t—1) <Z x; ) (Z yf) (Cauchy-Schwartz)
i=1

<22+ (1 —t)%y5 +2t(t — V)woyo (car x,y € LT)
= (two + (1 — t)yo)*

Donc LT} est conveze.

appelle Probléme d’Optimisation Conique Primal (POC-P) le probléme d’optimisation :
min {c,x)p

rzel

\

Définition 3.3.3. Etant donné une application linéaire ¢ : E — F et un cone propre K C E, on

contraint & ¢(x) =b (3.13)

3.3.2 Dualité

Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimension finie et ¢ : £ — F une application
linéaire. On note E* et F™* leur espace dual respectivement. Rappelons que 'application adjointe de
¢ est I'unique application linéaire ¢* : F* — E* telle que

Ve € E, Yy € F*, (¢*y,x)p = (y, dx)F
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Pour K un cone, on définit son dual
K':={pec E* |V ek, (p,x) >0}

Cette définition du dual satisfait une stabilité des cones propres qui est résumée dans le résultat qui
suit.

[ Proposition 3.3.4. Si K est un cone propre, alors K* est un cone propre.

Démonstration. Soit K un cone propre.

o Convexe : Soient t € [0, 1], ¢1, ¢2 € E*, alors pour z € K, on a :

(to1 + (1 =t)p2,2)g =t (¢p1,2)g +(1 = t) (¢2,2)p > 0
>0 >0

e Fermé : On remarque que

K= ({p € E"| (p,2)p >0}

e
qui est une intersection de fermés, ce qui conclut ce point.

 Pointu : Soit ¢ € (K*) N (—K*) alors :

o()
Ve e I, é(x)

Par solidité de K dans FE, ceci est vérifié pour tout x dans E d’ott ¢ = 0. Donc (K*) N (—K*) =
{0g}

e Solide : C’est le point un peu plus compliqué. On sait que K* est un cdne fermé par ce qui
précede.
Comme F est supposé de dimension finie, on a I’isomorphisme

IN IV

8}:>V$€IC, o(x) =0

filE — B®
Voyons que K = ™.
Pour tout ¢ € K* et pour tout z € K, on a ¢(z) > 0. Donc K C K**.
Siz e E\K*, il existe donc ¢ € K* tel que ¢(x) < 0, autrement dit x € F'\ K. Donc £** C K.

Voyons que K* est solide. Si J = K* alors J* = K par passage au dual. Supposons .J non
solide, alors il existe ¢ € E* tel que J C Ker(¢), donc ¢(x) = 0 pour tout z € J On a donc

peJ*

o = 0
{¢e(—J) e

donc J* n’est pas pointu. C’est une contradiction. Donc J = K* est solide.

Conclusion : K* est un cdne propre. O

Définition 3.3.5. Le dual de appelé Probléme d’Optimisation Conique Dual (POC-D) est :

maz (y,b)r
{ s.c. c—@*fyeK* S

Remarque 3.3.6. Il s’agit d’une généralisation des PSD.
CONCLUSION : On a les inclusions (strictes) suivantes :

(PLS) C (PSD) C (POC)
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Chapitre 4

Applications En Optimisation

Comme nous ’avons vu dans l'introduction de ce mémoire, la programmation semi-définie a trou-
vée de nombreuses applications en ingénierie mais aussi en statistiques, en théorie des graphes, etc.
Ainsi les problemes PSD apparaissent naturellement en contréle (stabilité), graphes (mélange de
chaines de Markov) etc. Nous présentons dans ce chapitre quelques unes de ces applications.

4.1 Optimisation de valeurs propres

4.1.1 Recherche des valeurs propres minimales et maximales

C’est un probleme venant de la fagon la plus naturelle qui est traité a ’aide de la programmation
semi-définie. Fixons un cadre : Soient A € S, ||.|| la norme euclidienne dans R, alors le probléme de
recherche de la valeur propre minimale d’une matrice symétrique peut se formuler comme suit :

Amin(A) = min 2T Az
[]|=1
xT Ax
min T2
zeR™ |||
x#0
En posant X := wa, et en remarquant que

|z =1 <= alz =1 = Tr(X)=1

. Le probleme devient alors

min (A, X))
Amin(A) = ¢ s.cTr(X)=1
X >0

En procédant de la méme fagon, le probleme de la plus grande valeur propre peut s’écrire comme

Mnaz(A) = max 2T Az
|z||=1
T Az
= max —
zeR™ |||
z#0

et le probléeme peut étre mis sous la forme d’une PSD :

maz (A, X))
Amaz(A) =4 s.c. Tr(X)=1
X0
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4.1.2 Minimisation du rayon spectral d’une matrice

Il s’agit d’un probleme classique de la programmation semi-définie.
On définit Popérateur A : RF — S,, tel que

Alz) = Ag+ 1Ay + ... + z,A, Yo eRF

pour 4; € S, i € {1,...,n}. De cette définition, on remarquera I’étroit lien avec les spectraedres d'un
point de vu ensembliste.

Le probléme qui se pose concerne la minimisation du rayon spectral de A(x) sur R¥i.e, il s’agit de
résoudre

min (A(x)) (4.1)

Ce dernier peut se transformer en un probleme (PSD).
Pour ce faire, on a besoin du résultat qui suit.

Proposition 4.1.1. Soient M € S,, et t € R. Alors

M < tl, <= Apae (M) < t (4.2)

Démonstration. La preuve repose uniquement sur la caractérisation de matrices semi-définies positives
vue au chapitre 1 et la décomposition spectrale

Pour M € S, et t € R, 3P € O,, telle que M = PDPT ol D est la matrice diagonale ayant comme
coefficients les valeurs propres de M. Ainsi,

tI, — M =tI, — PDPT = P(tI, — M)P”
On a alors :

tly, = M <= tl,— M >0
< tl,—D*>0
= Ain(tl, — D) >0
<t > Anin(M)

O
En utilisant ce résultat et en introduisant une variable ¢t € R, peut se réécrire comme
min t
Amaz (A(x)) <t
r € RF
Par ce dernier est donc équivalent au probleme (PSD) suivant :
min t
s.c. tIn—A(x) >0
r € RF
Exemple 4.1.2. On considére le probléme
: 1 -1 0 1 :
S {Amaw ( (_1 0 ) e (1 _1))} = g a4}
avec
Alz) = ( 1 ‘”"2_””1> €S,
T2 —T1  —T2
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Par ce qu’on a vu précédemment, on peut reformuler le probléme en un probléme (PSD) qui est donné
par :

min t
s.c. tlp—A(x) =0
r e R?
soit
min t
t— —
T1— T2 T+ oo
x € R?

4.1.3 Minimisation de la norme spectrale d’une matrice

Définition 4.1.3. Soit A €¢ M,,.
La norme spectrale de A est définie par :

Al = T{Ié?glllflvll = Omaz(4)

0l Omaz(A) désigne la la plus grande valeur singulicre de AT A (i.e. la plus grande racine carrée des
valeurs propres de A).

Un résultat (classique) sur les matrices symétriques est le suivant

Proposition 4.1.4. Soit A € S, alors
IIA[ll = omaz(A) = p(A)

ot p(A) désigne le rayon spectral de A (i.e., p(A) == max;eqy . 3N | A € Sp(A) Vie{l,...,n}})

Démonstration. 11 est clair que, comme A € S,,, la décomposition spectrale nous dit que les valeurs
propres de AT A sont les carrés des valeurs propres de A, d’ot 1’égalité oez(A) = p(A).

Maintenant, dans la base canonique (eq,...,e,) de R™ (qui est orthonormée), on a Ae; = \je;
Soit v € R™, alors Jvy,...,v, € R tels que z = > | vse;.
11 vient :

n
Av = Z )\ﬂ)iez'
i=1
n

1 Av][* = Y AP?
i=1

1 4v][? < (p(A))?|[vl[?
Pour ||v|| =1, on a donc ||Av|| < p(A) donc
<
|1{r€1|%>n<1HAvH < p(A)

D’autre part, soit g € R™ \ {Ogn} un vecteur propre associé a la valeur propre X telle que |A| = p(A),
alors Axg = \zg. D’ou :

[|Azo|| = [All|zol|
= [la ()| = e gl <
[|zol| [|zol|
= |[|A]]l = p(4)
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O

Soit 'opérateur A : R¥ — S, défini par A(x) = Ag + 2141 + ... + 2, Ax Vo € R*. On cherche
désormais a résoudre le probleme d’optimisation suivant

min ||A(z
min [ A()

ot [[A(2)ll2 = v/ Amaz(A%(2))-
En introduisant ¢ € R une variable, on a (Théoréme du complément de Schur) :

1A()ll2 < t = Amas(A%(2)) < 2

T 42
Amaz(A%(x)) =  max v” A% (x)v
veRm\{og} |||

Ainsi on obtient les équivalences suivantes :
[|A(z)||2 < t <= vT A% (2)v < £3||v]|* Yo € R"
— 0T A%(z)v < t?2vTv Yo e R?
— v (t%I, — A%(x))v >0 Yo eR"
— 121, — A%(z) = 0

tl, A(zx)
= (A(a;) I, ) =0

Ce qui nous permet de reformuler notre probleme sous la forme

min t
s.c. ||A(x)|]l2 <t

min t
< (PSD - P) tl, A(z)
s.c. Alz) I,

FIGURE 4.1 — Représentation de la boule unité de la norme spectrale pour les matrices symétriques
2x2
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4.2 Optimisation combinatoire

Rappelons tout d’abord quelques définitions afin de fixer les bases en théorie des graphes.

Définition 4.2.1. e Un graphe G (fini, non orienté, simple) est un couple G := (V, E) ot V est de
la forme V. ={1,...,n} et E est un ensemble de couples distincts de V. V est appelé I’ensemble
des sommets de G et E désigne ’ensemble des arrétes de G.
e Un graphe G est complet si toute paire de sommets est une arréte.

e Deuxr sommets distincts 1,7 de G sont dits adjacents si ce sont les extrémités d’une arréte de G
ie. (i,5) € E. Un sommet u € V et une arréte e € E sont dits incidents si l'arréte e admet le
sommet u comme extrémité, i.e. u € e.

e G':= (V' E') est un sous-graphe du graphe G = (V,E) si V' CV et E' C E.
e Une clique de G est un sous-graphe complet de G.

e Le nombre de cliques d’un graphe G est le nombre de sommets d’une clique mazximale (i.e. clique
ayant son cardinal le plus grand possible). On le note w(G).

FIGURE 4.2 — Graphe (non complet) & 5 som- FI1GURE 4.3 — Graphe complet & cinq sommets

mets

Le probléme du stable (maximum)

Il s’agit d’un probleme tres classique dans la théorie de 'optimisation combinatoire.
Le probléeme est le suivant :
Soit G = (V, E) un graphe non orienté a n sommets.

Question : Quel est ’ensemble (ou les ensembles, s’ils existent) S de sommets de cardinalité maximale
tel que le sous-graphe induit par S ne possede pas d’aréte 7 (stable de G).

Pour ce faire, fixons quelques objets.
. m(G):{AESn’AU::lSI (i,j)GEoui:j}
« On définit EY € S, telle que - -
Ei =B =1
0 sinon
Remarque 4.2.2. e M(G) est un espace affine.

o (Jo, EV2, B3 EU .. E"1 ") est un repére de lespace affine M(G). On a donc ’équiva-
lence
(i,)EE

Exemple 4.2.3. On considére le graphe non orienté a 5 sommets non complet suivant
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3 5

Soit A € M(G) définie par A = J5 — 6E'3 — E23 + 6E%* + 5631 — 2E% soit

1 1 -5 1 1
1 1 0 7 1
A=|-5 0 1 6 1
1 7 6 1 -1
11 1 -1 1

Proposition 4.2.4. On a les résultats suivants :

1. Il existe un stable de taille k dans G si et seulement si toute matrice A dans M(G) contient la
sous-matrice J € Sy..

2. Les valeurs propres de Jy, sont 0 et k.
3. Pour A € m(G)} on a )\max(A) > )\mar(Jk) =k.

4. Pour A € M(G), on a Anaz(A) > a(G) ot a(G) désigne le nombre de stabilité, i.e. la taille d’un
plus grand stable dans G.

5. Meilleure borne :

min_ Az (A4)
AeM(G)

La proposition nous donne 1'égalité

i I,—A>0}= A
r)flelﬁr{}{)‘ n = 0} = Amaz(A)

Or, par le théoréme spectral (1.2.7)), on a
M, — A=\, — PDPT = p(\I,, - D)M7T

avec P € 1,, et D = diag(A1,..., \n).
Ainsi, A, = D = 0 <= XA > A\ (A).
Le probleme
in A A
AB e (A)
est donc équivalent a :
min A

s.c. X,—1|J,+ Z JIZ']'Eij =0
(i.j)ek

AEM(G)
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Annexe

Quelques jolies représentations de spectraéedres

1. Coupes de certains spectraedres :

FI1GURE 4.4 — Coupe d’un spectraedre de degré F1GURE 4.5 — Coupe d’un spectraedre de degré
quatre quatre

FI1GURE 4.7 — Coupe d’un spectraedre de degré

FI1GURE 4.6 — Coupe d’un spectraedre de degré cing

quatre
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2. f(z) = —qzd + 2970 + A avec ¢ = 22 — 23 — 23, g =8z3 — 62313 et A =2 — 412223 + 1625 +
122323 — 36x17373 — 5r?xd + 4dx92d — 367173 + 2873

FIGURE 4.8 — Représentation du spectraedre défini par le polynéme f

3. Spectraedre de Toeplitz (noté Sr) :

1 2 y =z
1 =z vy
= R3| |* -
ST (x,y,z)e | y x 1 z =0
z y x 1

FIGURE 4.9 — Représentation du spectraedre de Toeplitz
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4. Surface de Kummer :

FIGURE 4.10 — Représentation de la surface de Krummer

5. Spectraedre cubique transversal :

FIGURE 4.11 — Représentations de spectraedres cubiques transversaux
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