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Contexte historique et motivation

e Théorie des représentations.
e Fin XIX-éme.
e Dualité de SCHUR-WEYL (début du XXeme siecle).

e Généralisation via une théorie récente (fin XXeme-aujourd’hui) : les algebres de HECKE
(fusionnées).

@ Construire les représentations irréductibles de GL(V') al'aide de celles du groupe symétrique.

o Décomposer V&, k=3,
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La dualité de Schur-Weyl

ok: GL(V) — End(V®k)
. V®k . V®k
< V1®...8Vv, — gv1®...88V|
or: 6p — End(V®k)
Vv ®k . Vv &k
s ’—) {V1®...®Vk = Vs_1(1)®“'®vs_1(k)

Définition

Comm(S)={xe End(V)|xos=sox VseS}

o < End(W) une algébre semi-simple, % := Comm(</).

n

@kvgdim(u,-) - w @kufbdim(vi)y
-1 i1

w

n

D vieu,.
i=1
On rappelle qu'on a : o =@7_; End(V;)e@ly,.
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Dualité de Schur-Weyl

€6, 2% End (VoK) £ caL(v)
Soient of :=p(CGL(V)), B :=0,(CS)).

Théoréme (Schur)
o = Comm(%B) et B=Comm(<L).

Théoréme (Dualité de Schur-Weyl)

k
® V= @ Vﬂ, ® §7L( V).
AePy
£(A)=dim(V)
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Extension de la dualité

Soient neN, k=(ki,....kn) et N:=%7 , k;. Soit Py , (idempotent de C& ).

Pour neN* et k=(kq,ko,...,kn) € (N*)", on définit I'algebre :

Jfbn(l) = PK,,., -COy - PK,"'

o p
Hign(1) =7 End(@nSymkf(V)) LN eGL(V)
i=1

Posons o := 0 (Hﬁ,n(l)) et B:=py n (CGL(V)).

Théoréme
Comm(sf) =B et Comm(B) =<

Théoréme (Extension de la dualité de Schur-Weyl)

R"symki(vy= D Sy (V)e W,.
i=1 AeUg —
Z(A)Sdi’m(V)CGL(V)®HK,H(1)—moduIe
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Algébre des permutations fusionnées

Exemples :
e n=3, k=(2,1,1). 6 possibilités :

[T P KT

(11,12 (11,35, {1},{2}) (11,2},{2},3})

e neN*, k=(1,1,... 1). Permutation fusionnée «~» Permutation.

L'algébre des permutations fusionnées (APF) (an(l),+,~) :

e Espace vectoriel : Base indexée par les permutations fusionnées.

e Multiplication : Cf. Exemple.

Exemple : n=2, k=(2,2) :

N/

(11,2},11,23) =z
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Résultats classiques

Théoréme (Artin-Wedderburn, 1907)

Les algébres semi-simples de dimension finie sont les sommes directes finies d'algébres de la forme
End(V), ou V est un espace vectoriel de dimension finie. On a donc un isomorphisme d'algébres :

®:of — P End(V?)
AeA

ol A est un ensemble fini.

(——

Exemple : Algébre d'un groupe fini.

Corollaire

Soit A une algébre semi-simple de dimension finie. Alors on a I'égalité :

dim (<) :AZAdim(vﬂ)z.

Corollaire (Dimension du centre)

dim(Z(«£)) = Al
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L’algébre du groupe symétrique :

e n=3:C63=C%2e M,(C).

e n=4:C6,=C% e M,y (C)o M3(C)®2.

e n=5:C65 =C%2 & My(C)®2 & M5(C)®? & Mg(C).
L’algébre des permutations fusionnées :

Théoréme

Les algebres # (1) := Py, n,CE& NPy, €t Hy n(1) sont isomorphes et semi-simples.

e n=2, ke (N*)2 quelconque : Hi,2 =c®V, NeN*.
o n=3, k=(2,2,2) : Hi3=C®* ®My(C)*2@ M3(C).
o n=4, k=(2,2,2,2) : H4=C*3@ My(C)® M3(C)*® @ Mg (C)®3 ® M7 (C)® M3(C).
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Une sous-algébre

n=3, k=(2,2,2)

JIH A1 IxX 2K

01:02:01

NI IK P

X1,2

2,3 13

Définition (Sous-algebre de Hj (1))

On définit la sous-algébre de Hy ,(1) suivante :

H, n=(X,"J'|I'75j, i,j=1,...,n).
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érateurs et relations

Une présentation par g

Théoreme (P.A., D., 2025)

Une présentation par générateurs et relations de I:IZ3 est donnée par :
e Générateurs : Des indéterminées Z;,725,01,05.
e Relations : Les relations définissantes suivantes :
@ Relations du groupe symétrique :
{ 02=1,i=12;
010201 =020102.
© Quasi-idempotence : Zi2 =6Z;, i=1,2.
© Invariance : 0;Z;=Zjo;=2;, i=1,2.
@ Conjugaison : 0172501 =0227103.
O Relations des triplets :
) Z1Z201=2102+0201Z2- 2122+ X (212221 - 102 21);
) Z2Z102=2501+0102721~ 271+ 3(22Z1 23 - 201 23);
(R3) 012221 = 17221 +220'1(72 72221 a0 7(212221 7210'221);
) 02212y =012 +21<;201 ~Z1725 + §(Z2ZIZ§ ~230123);
) 220123 =210221 + 5(Z122721 - 2221 Z3) + 5(Z2 - Z1).

Corollaire

CG3 et B3(6) sont des quotients de Flgy3. J
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AHDC

Soient neN et meN*. On fixe un m-uplet x = (x1,...,km) €Z™. Notons fi :=TI"; (x1 —k;).

L'algébre de Hecke (affine) dégénérée cyclotomique (AHDC) de paramétre cyclotomique x est

I'algébre associative unitaire /) ayant pour générateurs x1,xp,...,xn (éléments de
Jucys-Murphy), s1,...,5,_1 (éléments de Coxeter) et soumis aux relations suivantes :

szoy
X1Sp=spx1 si £=2,...,n-1,
XuXt =Xtxy, u,t=1,...n,
Xp41 =SrXrSr+xp, r=1,...,n-1,
s2=1 ob k=1..,n-1,
sisj=s;js;i si |i—j|>1,

SkSk+1Sk =Sk+1SkSk+1 ou k=1,...,n-2.

Théoréme (H,M, 2014)

Soit x = (0,k+1). L'algebre J?,’,( est semi-simple si, et seulement si, n< k+1. Dans ce cas, les
représentations irréductibles sont indexées par Pary(n).
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Lien avec I'APF

Soit k=(k,1,...,1), keN*.
Exemples de diagrammes dans Hj ,(1) :

E

1 i i+1 i+2 n

i-1
S 11 1 I o P
1 2

n

WX 1]

Proposition (D., 2025)

Hy,n(1) est un quotient de FK.

Corollaire

Il existe une partie S c Pary(n) telle que, pour k=n, on a :

Hi,n(1) ;A@SEnd(v’L).
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Résultat et conjecture

Soient neN* et p=0. Soit k =(0,n+p+1).

Théoreme (P.A.,D., 2025)

Une présentation par générateurs et relations de Hp+p,n(1) est donnée par :

e Générateurs : Des indéterminées x1,...,Xpn,S1,.-.,Sp—1-
e Relations :
@ Les relations définissantes de I’ADHC.
(2] (X151)2 =X1S51X1 —X151 +X1-
En particulier, Hp,n(1) = Hp+p,n(1).

Quid de k=n-17

Théoreme (P.A.,D., 2025)

Une présentation par générateurs et relations de H,_1 (1) est donnée par :

e Générateurs : Des indéterminées xq,...,Xpn,S1,.-.,Sp—1-
e Relations :

@ Les relations définissantes de I'ADHC.

@ (x151)% =xqs1x1—x151+x1.

© EQ.O, ¢)=0-
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Centre

On considére ici k = (k,k,...,k), keN.

Propriété (Dimension du centre)

dim(Z(Hy (1)) = |(A € Ppn | €(A) < ).

Théoreme (D., 2025)

Pour n=2, toute permutation fusionnée pure est centrale. En particulier, Hy > est une algébre
commutative.

Pour n=3 et quelque soit k € N*, il existe une permutation fusionnée pure (non triviale) centrale
si, et seulement si, k est un multiple de n.
Dans ce cas précis, elle est de plus unique.

.

Exemples :
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Objectifs pour la suite

A court terme :
e Base canonique pour les chaines d'algébres (Hy (1)) n=1 et (Z(Hg n(1)))n=1, lorsque
k=(k k... k).
e Etude des éléments de Jucys-Murphy pour (Hi,n (1)) n=1-
Et apreés :
e Généraliser a un k arbitraire.
e Comprendre le centralisateur E”dGL(V)(®7:1 Symki(V)) =0 n(Hk n) comme quotient de
H,n(1).
e Applications.

DEMESMAY Yoann (LMR URCA) Séminaire jeune chercheur Juin 2025 25 /27



Merci pour votre attention!
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