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Contexte historique et motivation

• Théorie des représentations.

• Fin XIX-ème.

• Dualité de SCHUR-WEYL (début du XXème siècle).

• Généralisation via une théorie récente (fin XXème-aujourd’hui) : les algèbres de HECKE

(fusionnées).

Construire les représentations irréductibles de GL(V ) à l’aide de celles du groupe symétrique.

Décomposer V⊗k , k ≥ 3.
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La dualité de Schur-Weyl

Définition

ρk : GL(V ) −→ End(V⊗k )

g 7−→
{

V⊗k −→ V⊗k
v1⊗ . . .⊗vk 7−→ gv1⊗ . . .⊗gvk

σk : Sk −→ End(V⊗k )

s 7−→
{

V⊗k −→ V⊗k
v1⊗ . . .⊗vk 7−→ vs−1(1)⊗ . . .⊗vs−1(k)

Définition

Comm(S)= {x ∈End(V ) | x ◦s = s ◦x ∀s ∈S}

A ⊂End(W ) une algèbre semi-simple, B :=Comm(A ).

⊕
i=1

k
V

⊕dim(Ui )
i

∼= W ∼=
⊕
i=1

k
U

⊕dim(Vi )
i

,

W ∼=
⊕
i=1

k
Vi ⊗Ui .

On rappelle qu’on a : A ∼=⊕r
i=1End(Vi )⊗ IUi

.
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Dualité de Schur-Weyl

CSn
σk−→End

(
V⊗k ) ρk←−CGL(V )

Soient A := ρk (CGL(V )), B :=σk (CSk ).

Théorème (Schur)
A =Comm(B) et B =Comm(A ).

Théorème (Dualité de Schur-Weyl)

k⊗
V = ⊕

λ∈Pk
`(λ)≤dim(V )

Vλ⊗Sλ(V ).
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Extension de la dualité

Soient n ∈N, k = (k1, . . . ,kn) et N :=∑n
i=1 ki . Soit Pk ,n (idempotent de CSN ).

Définition
Pour n ∈N∗ et k = (k1,k2, . . . ,kn) ∈ (N∗)n, on définit l’algèbre :

Hk ,n(1) :=Pk ,n ·CSN ·Pk ,n .

Hk ,n(1)
σk ,n−→ End

(⊗
i=1

n
Symki (V )

)
ρk ,n←− CGL(V )

Posons A :=σk ,n

(
Hk ,n(1)

)
et B := ρk ,n. (CGL(V )).

Théorème
Comm(A )=B et Comm(B)=A .

Théorème (Extension de la dualité de Schur-Weyl)⊗
i=1

n
Symki (V )∼=

⊕
λ∈Uk ,n

`(λ)≤dim(V )

Sλ(V )⊗Wλ.︸ ︷︷ ︸
CGL(V )⊗Hk ,n(1)−module
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Algèbre des permutations fusionnées

Exemples :
• n= 3, k = (2,1,1). 6 possibilités :

({1,1}, {2}, {3}) ({1,3}, {1}, {2}) ({1,2}, {2}, {3})

.

• n ∈N∗, k = (1,1, . . . ,1). Permutation fusionnée ! Permutation.

Définition
L’algèbre des permutations fusionnées (APF) (Hk ,n(1),+, ·) :

• Espace vectoriel : Base indexée par les permutations fusionnées.

• Multiplication : Cf. Exemple.

Exemple : n= 2, k = (2,2) :

({1,2}, {1,2})

. = = 1
4

( )
+ + +

= 1
4 + 1

2 + 1
4

.
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Résultats classiques

Théorème (Artin-Wedderburn, 1907)
Les algèbres semi-simples de dimension finie sont les sommes directes finies d’algèbres de la forme
End(V ), où V est un espace vectoriel de dimension finie. On a donc un isomorphisme d’algèbres :

Φ :A
∼=−→ ⊕

λ∈Λ
End(V λ)

où Λ est un ensemble fini.

Exemple : Algèbre d’un groupe fini.

Corollaire
Soit A une algèbre semi-simple de dimension finie. Alors on a l’égalité :

dim(A )= ∑
λ∈Λ

dim(V λ)2.

Corollaire (Dimension du centre)

dim(Z(A ))= |Λ|.
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Exemples

L’algèbre du groupe symétrique :
• n= 3 : CS3 ∼=C⊕2⊕M2(C).

• n= 4 : CS4 ∼=C⊕2⊕M2(C)⊕M3(C)
⊕2.

• n= 5 :CS5 ∼=C⊕2⊕M4(C)
⊕2⊕M5(C)

⊕2⊕M6(C).

L’algèbre des permutations fusionnées :

Théorème
Les algèbres Hk ,n(1) :=Pk ,nCSNPk ,n et Hk ,n(1) sont isomorphes et semi-simples.

• n= 2, k ∈ (N∗)2 quelconque : Hk ,2 ∼=C⊕N , N ∈N∗.

• n= 3, k = (2,2,2) : Hk ,3 ∼=C⊕4⊕
M2(C)

⊕2⊕
M3(C).

• n= 4, k = (2,2,2,2) : Hk ,4 ∼=C⊕3⊕
M2(C)

⊕
M3(C)

⊕6⊕
M6(C)

⊕3⊕
M7(C)

⊕
M8(C).
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Une sous-algèbre

n= 3, k = (2,2,2) :

1 σ1 σ2 σ1 ·σ2 ·σ1

X1,2 X2,3 X1,3

Définition (Sous-algèbre de Hk ,n(1))

On définit la sous-algèbre de Hk ,n(1) suivante :

H̃k ,n = 〈Xi ,j | i 6= j , i , j = 1, . . . ,n〉.

, ∉ H̃2,3.
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Une présentation par générateurs et relations

Théorème (P.A., D., 2025)

Une présentation par générateurs et relations de H̃2,3 est donnée par :

• Générateurs : Des indéterminées Z1,Z2,σ1,σ2.
• Relations : Les relations définissantes suivantes :

1 Relations du groupe symétrique : {
σ2
i
=1, i =1,2;

σ1σ2σ1 =σ2σ1σ2 .

2 Quasi-idempotence : Z2
i
=6Zi , i =1,2.

3 Invariance : σiZi =Ziσi =Zi , i =1,2.
4 Conjugaison : σ1Z2σ1 =σ2Z1σ2.
5 Relations des triplets :

(R1) Z1Z2σ1 =Z1σ2+σ2σ1Z2−Z1Z2+ 1
3 (Z1Z2Z1−Z1σ2Z1);

(R2) Z2Z1σ2 =Z2σ1+σ1σ2Z1−Z2Z1+ 1
3 (Z2Z1Z2−Z2σ1Z2);

(R3) σ1Z2Z1 =σ2Z1+Z2σ1σ2−Z2Z1+ 1
3 (Z1Z2Z1−Z1σ2Z1);

(R4) σ2Z1Z2 =σ1Z2+Z1σ2σ1−Z1Z2+ 1
3 (Z2Z1Z2−Z2σ1Z2);

(R5) Z2σ1Z2 =Z1σ2Z1+ 1
2 (Z1Z2Z1−Z2Z1Z2)+ 3

2 (Z2−Z1).

Corollaire
CS3 et B3(6) sont des quotients de H̃2,3.
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AHDC

Soient n ∈N et m ∈N∗. On fixe un m-uplet κ= (κ1, . . . ,κm) ∈Zm. Notons fκ :=∏m
i=1(x1−κi ).

Définition
L’algèbre de Hecke (affine) dégénérée cyclotomique (AHDC) de paramètre cyclotomique κ est
l’algèbre associative unitaire Ĥ κ

n ayant pour générateurs x1,x2, . . . ,xn (éléments de
Jucys-Murphy), s1, . . . ,sn−1 (éléments de Coxeter) et soumis aux relations suivantes :

fκ = 0,

x1s` = s`x1 si `= 2, . . . ,n−1,

xuxt = xtxu , u,t = 1, . . .n,

xr+1 = sr xr sr +xr , r = 1, . . . ,n−1,

s2k = 1 où k = 1, . . . ,n−1,

si sj = sj si si |i − j | > 1,

sk sk+1sk = sk+1sk sk+1 où k = 1, . . . ,n−2.

Théorème (H,M, 2014)

Soit κ= (0,k +1). L’algèbre Ĥ κ
n est semi-simple si, et seulement si, n≤ k +1. Dans ce cas, les

représentations irréductibles sont indexées par Par2(n).
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Lien avec l’APF

Soit k = (k ,1, . . . ,1), k ∈N∗.
Exemples de diagrammes dans Hk ,n(1) :

1 := k

1

. . .

n

,

σi := k

1

. . .

i −1 i i +1 i +2

. . .

n

, i = 1, . . . ,n−1,

σ0 := k

1 2

. . .

n

.

Proposition (D., 2025)

Hk ,n(1) est un quotient de Ĥ κ
n .

Corollaire
Il existe une partie S ⊂Par2(n) telle que, pour k ≥ n, on a :

Hk ,n(1)∼=
⊕
λ∈S

End(Vλ).
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Résultat et conjecture

Soient n ∈N∗ et p ≥ 0. Soit κ= (0,n+p+1).

Théorème (P.A.,D., 2025)
Une présentation par générateurs et relations de Hn+p,n(1) est donnée par :

• Générateurs : Des indéterminées x1, . . . ,xn ,s1, . . . ,sn−1.
• Relations :

1 Les relations définissantes de l’ADHC.
2 (x1s1)

2 = x1s1x1−x1s1+x1.

En particulier, Hn,n(1)∼=Hn+p,n(1).

Quid de k ≤ n−1 ?

Théorème (P.A.,D., 2025)
Une présentation par générateurs et relations de Hn−1,n(1) est donnée par :

• Générateurs : Des indéterminées x1, . . . ,xn ,s1, . . . ,sn−1.
• Relations :

1 Les relations définissantes de l’ADHC.
2 (x1s1)

2 = x1s1x1−x1s1+x1.
3 E(�...� , ;) =0.
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Centre

On considère ici k = (k ,k , . . . ,k), k ∈N.

Propriété (Dimension du centre)

dim(Z(Hk ,n(1)))=
∣∣{λ ∈Pkn | `(λ)≤ n}

∣∣ .

Théorème (D., 2025)
Pour n= 2, toute permutation fusionnée pure est centrale. En particulier, Hk ,2 est une algèbre
commutative.

Pour n≥ 3 et quelque soit k ∈N∗, il existe une permutation fusionnée pure (non triviale) centrale
si, et seulement si, k est un multiple de n.
Dans ce cas précis, elle est de plus unique.

Exemples :

∈Z(H3,3(1)).

, ∉Z(H2,3(1)).
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Objectifs pour la suite

À court terme :

• Base canonique pour les chaînes d’algèbres (Hk ,n(1))n≥1 et (Z(Hk ,n(1)))n≥1, lorsque
k = (k ,k , . . . ,k).

• Étude des éléments de Jucys-Murphy pour (Hk ,n(1))n≥1.
Et après :

• Généraliser à un k arbitraire.

• Comprendre le centralisateur EndGL(V )(
⊗n

i=1Sym
ki (V ))=σk ,n(Hk ,n) comme quotient de

Hk ,n(1).

• Applications.
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Merci pour votre attention !
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