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Contexte historique et motivation

e Théorie des représentations.

e Fin XIX-éme.

e Courant XX-iéme : apparition des éléments de Jucys-Murphy pour 1'algebre du groupe symétrique.
e Plus récemment : généralisation de ces éléments a des chaines d’algebres semi-simples.

e Systéme complet d'idempotents centraux orthogonaux.

e Construction des représentations irréductibles.
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Définitions élémentaires

Soit 2 une algébre.

Définition

Une représentation de 2 est la donnée d'une paire (V,p) ou :

e V est un espace vectoriel.
e p:2A— End(V) est un morphisme d’algébres.
Elle est dite irréductible si pour tout sous-espace vectoriel 0 W <V, on a :

o(R)(W)cW = W=V.

Exemples :
e a2 — 1 : représentation triviale.
e ac— (b— ab) : représentation réguliére.
e A:=CSy. (i,i+1) — —1 : représentation signature.

o A:=CS,. (1,2),(3,4)~((1) _01), (2,3)~%(_11 i)
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Définitions élémentaires

Définition

Une algébre 2/ est dite semi-simple si toute représentation (V,p) se décompose en une somme
directe de ses représentations irréductibles, i.e. si :

V=~ @ V;ml, my € N.
Vyelrr(2A)

0
-1

0

0

P

Exemples : A=CS, : (i,i+1)—

0
0 ®2 @2 .
0 =VieVoeViesVr=Vi%e V)%, o Vy

[eNeNeN T
o OO

-1
triviale, V5 : signature.
La représentation réguliére :
R
e, = End(CS))
5 . c6, — C6,
b — ab

Alors, en voyant C&,, comme une représentation de C&p, on a la décomposition :

C&r= D Vvi™,
Vyelrr(2A)
ot my =dim(Vy).
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Définitions élémentaires

Soit 2 une algébre.

Définition

Une sous-algébre commutative maximale de 2 est une sous-algébre B de 2f commutative telle
que, pour toute sous-algébre commutative de S de , on ait :

BcS=B=S.

Exemples :

e 2A commutative : B =2l

o A= Mp(C) : B = matrices diagonales.
Remarque : Il n'y a pas unicité!

Définition

Soit S une partie de 2. On appelle centralisateur de S dans 2 la sous-algébre de 2( définie par :

€(S,2A):={xeA|lxy=yx, VyeSh

Remarque : €(S,2) n'est pas nécessairement commutative.
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Un résultat fondamental

Théoréme (Artin-Wedderburn, 1907)

Les algébres semi-simples de dimension finie sont les sommes directes finies d'algébres de la forme
End(V), ou V est un espace vectoriel de dimension finie. On a donc un isomorphisme d'algébres :

®:%—= @ End(V})
AeA

ol A est un ensemble fini.

(-

Exemple : Algébre d'un groupe fini.

Corollaire

Soit A une algébre semi-simple de dimension finie. Alors on a I'égalité :

dim(2L) :AZAdim(v’L)z.

Corollaire (Dimension du centre)

dim(Z(2)) = Al
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Tableau standard

Définition

|

Soit A+ n. On appelle tableau standard de forme A tout remplissage bijectif des boites du
tableau par les valeurs 1,2,...,n tel que les valeurs des boites selon les les lignes et les colonnes
sont croissants.

On note STab(A) I'ensemble des tableaux standards de forme A.

Exemple :

e 1=(3)F3. Forme: D:Ij— 1 seul tableau standard :

e A=(2,1)+3. Forme : ‘—» 2 tableaux standards : 2 ‘ 3 ‘
3 2

En revanche, 2|3 ‘ 2|1 ‘€STab((2,1)).

1 3
e 1=(2,2)F4. Forme : . 2 tableaux standards : | 1 | % | et

3|4 2
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Exemple de C&,,

Théoréme

Les représentations irréductibles de I'algébre du groupe symétrique C&,, sont indexées par les
partitions de n, i.e. :

Irr(C&p) ={V) | AF n}.
De plus, dim(Vy) =|STab(A)l, Ak n.
Exemples :
e n=3: Irr(C(‘53) = {V('a’) V(2 1) V(l 1 1)}

e n=4: Irr(CG4)={V(4), (31) V( 2):V(2,1 1) V(llll)}
2] 2] 4] 3]4]

sont les 3 seuls tableaux

Pour 2=(3,1)-4

1 1 1
4 3 2

standards, donc dim (V( )) 3.

Corollaire

Pour tout n=1, on a I'isomorphisme d'algébres suivant :

C&p= @ Mn,(C), ny=1STab(A)I.
AEn

Question : A quels éléments correspondent les matrices diagonales élémentaires ?
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L’algébre du groupe symétrique :

e n=3:C63=C%20 My(C).

e n=4:C6,=C%20My(C)e M3(C)®2.

e n=5:C65=C%2 & My(C)®2 & Ms5(C)®2 & Mg(C).
Par exmple, pour n=4,

1 0 1 0 O 1 0 0
(1,2)—»1@—1&9(0 _l)ea 0 1 O0fe|0 -1 O
0o 0 -1 0 0 -1

2 0 0 -1 3 0
(2,3)—»1@9—1@1(_11 i)@l 0 -1 3lei[1 1 o
2 2lo 1 1 0 0 -1

Question : Comment construire les représentations irréductibles d'une algébre semi-simple ?
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Idempotents d'une algébre

Pour A€ A, on note e; :=d"1(0@---®0@Idy) ®0e---©0) €A via I'isomorphisme :

®: A= @ End(V*)
AeA

Proposition

Les {ej}pep satisfont :

2
ef=er ) er=1l eeu=6,,¢e,
AeA

Vaell, aey=eja.

{er}ren — systéme complet d'idempotents centraux orthogonaux.

Si ®(a) = Baep A, Ay € End(V1), alors :
®(aey) =0(a)@(ey)=00---000Ay 000 --00.

Donc ey = End(V?1).

Connaissance de {ej})cp = Construction des représentations irréductibles de 2.
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Eléments de Jucys-Murphy

Une chaine d’algébres est la donnée d'une suite de paires (2;,t;);>0 telle que :

e 2A;, =0, est une algébre.

o ;i :A; — A1 est un morphisme injectif d'algebres.

Exemples : La chaine d'algébres du groupe symétrique (C&;,1;);>0-

S

(1,2)eCSy (1,2)eCS3
La chaine d'algébres de Brauer (Br;(6),t;)i=0-
~— ~
2
N P
e € Br2(5) el € Br3(5)

s X
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Eléments de Jucys-Murphy

Soit (2;,1;)j=0 une chaine d'algébres.

Définition

On considére des éléments J;, 1<i<n vérifiant :
o Jie;, i=0.
o Jiee(A;_1,%;).

o L'algebre engendrée par les {Jj}1<j<, est une sous-algébre commutative maximale de .
Les éléments {Jj}1<j<p sont appelés éléments de Jucys-Murphy de I'algébre 2.

Question : Quelle sous-algébre commutative engendrent-ils 7
Trés compliqué en général !Chaine d'algébres semisimples : 2, = @ep Mn, (C).
Les {e3}1ep engendrent Z(2Ap). A-t-on (J;1i=1,2,...,n)=Z(An)?
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Gelfand-Zetlin

(2;,t1)i>0 chaine d'algébres semi-simples. Z; centre de 2;, i =0.

Définition
On appelle algébre de Gelfand-Zetlin de rang n la sous-algébre de 2, définie par :

GZ(n):=(Z;1i=0,1,...,n).

Remarque : L'algebre est commutative.
En effet, si ae Z; et bEZj, i<j, alors a€®; donc ab= ba.

Théoréme

La sous-algébre GZ(n) de 2, est une sous-algébre commutative maximale.

Exemple : 23 =CS3 Z7 = Vect({1}), Z = Vect({1,(1,2)}),
Z3 = Vect(1,(1,2) +(2,3) +(1,3),(1,2,3) + (1,3,2)}).

Alors GZ(3) =(Z1,25,23).

dim(GZ(3)) =4 car C&3 ~C®2 @ My(C).
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L'exemple de CS,,.

Dans CS,,, on définit les éléments :
J1=0, Jiy1=0i+1)J;(i,i+1)+(i,i+1), 1<i<n-1

En particulier, J; :ZL;ll(k,i). Exemple : n=3 :

(1,3) (2,3)

Remarque : Jp=Tp—T,_1, ot Tp désigne la somme de toutes les traspositions de Gp.
Comme Tpe Z(C6p), on a Jp € €(CS,_1,C6p).
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L'exemple de CS,,.

Les éléments {Jj}1<j<, sont des éléments de Jucys-Murphy pour la chaine d’algébres {C&;}1<j<p-

Question : Obtient-on les éléments ej, A-n7?

Théoréme

Les éléments Jy,J5,...,Jn engendrent |'algébre du groupe symétrique, i.e. :

GZ(n)=(J;li=1,2,...,n)

Exemples : GZ(3)=(Z1,25,73)=((1,2),(1,3)+(2,3)y=(E; | i=1,...,4).
GZ(4)=(Z1,2>,Z3,Z4) ={(1,2),(1,3) +(2,3),(1,4) + (2,4) + (3,4)) = (E; | i = 1,...,10).
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Contenu d'un tableau

Le contenu d'un tableau de Young t est I'entier : ¢;(t) = y (i) —x(i), ot x(i) (resp. y(i)) désigne
sur quelle ligne (resp. sur quelle colonne) se situe I'entier .

Exemples t= 1]2 ‘ c1(t)=0, o(t) =1, c3(t)=-1.
3
5= 4 ‘ c1(s) =0, c(s) =1, c3(s) = -1, c4(s) =2, c5(s) =0.
3
Théoréme
Soit A+ n.

Il existe une base (appelée base de Young) VihtesTan(n1) de V) telle que J;= ci(t)v¢. En
particulier, il existe une base v} e STab(n) dans laquelle les J; sont diagonales (via
Artin-Wedderburn).

Conséquence : On va, a |'aide de cette base, construire récursivement notre systéme complet
d’idempotents centraux orthogonaux.
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Définition

Notons €, :={cj(t)|1<i=<n, te STab(n)}.
On définit, pour te STab(n) :

n Ji-c
Fi:= =1 =,
ilz_[]. cyg,, ci(t)-c
c#ci(t)

Théoréme (Murphy)

{Ft}tepar(n) forme un systéme complet d'idempotents centraux orthogonaux.
En particulier, dans la base de Young {V’t}teStd(n)v on a une correspondance bijective :

{F¢lte Std(n)}<—>{E,' 1i=1,2,..., Z n;L}.
AbEn

Corollaire

Pour n=1et A-n, on a:
e = Z F.

teStd(1)

A

.
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Exemple de CS3

On a €63 =C®2 e My(C).

e Soit A=(3) : 1 seul tableau standard : . — dim(V(3)) = 1.0n cherche I'élément de

OnaJ;=0, Jh=1e- 1@(1 0)et

CG3 correspondant a 1906 (0 0 -1

0 o)
J3:2ea—2®(_1 0).

0 1
Jo—(-1) _ (J3-(-1)) _ 0 0
(12_(_1))_1@09;( ) 2 ( ) =lels|, 1].
On a finalement (le_((_ ))) (s (( 1))) =1le0® 8 8)26(3)'

e A=(1,1,1) : : 1 seul tableau standard : — dim(V(l,l,l)) =1.0n cherche I'élément de

CG3 correspondant 3 Oele (8 8)
Jo-1 _ 0 O (J3— ) 1 0 .
Ci-D) —099169( ) =S =lele o ol On a finalement

Jo-1  (J3-1) 1)
T

7(1_(_1)) =001e

0 0
0 oJ‘e(lll)
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Algébre de Brauer

Définition

Pour i=1,2,...,n-1, on considére les diagrammes :

NP

1 i i+1 n

L'algébre de Brauer Brp(§) est I'algébre engendrée par les e; et s;, i=1,2,...,n—1. )

On définit, dans Brp(6), les éléments suivants :

M]_ =1, M,'+]_ :S,'M,'S,'+S,'—e,'.

En particulier, M, = J, —ZZ:% SkSk+1---Sn—1€n—15n—1---Sk+1Sk-
- y

Les éléments {M;}1<j<, sont des éléments de Jucys-Murphy pour la chaine d'algébres
{Bri(6)}1<izn-
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Une sous-algébre

n=3, k=(2,2,2)

JIH A1 IxX 2K

01:02:01

NI IK P

X1,2

2,3 13

Définition (Sous-algebre de Hj (1))

On définit la sous-algébre de Hy ,(1) suivante :

H, n=(X,"J'|I'75j, i,j=1,...,n).
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ments candidats

m

[N

|

Définition

Dans Hp ,, on définit les éléments :
J1=0, Jis1=0js1Jioj + Xijs1

On a donc J; = Z;(‘:ll Xy, i-

Exemple : Pour n=3:

~KI 1K - DK

X1,2 X23 13

Proposition
Pour tout i 20, J; € H2,,'. De plus, J; E(g(HQ’,'_]_,HQ’,').

Question : L'algébre engendrée par les J;, 1 <i < n, est-elle maximale en tant qu’algébre
commutative ? On ne sait pas si cette algébre est semi-simple !
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Conclusion

e Objets combinatoires liés aux éléments de Jucys-Murphy (tableaux standards).

e Construction des idempotents des algébres du groupe symétrique et de Brauer.

e Construction des représentations irréductibles.

e Montrer que I'ensemble d'éléments candidats engendre une sous-algébre commutative
maximale.

e Trouver un objet combinatoire pour indexer une base de la sous-algébre de |'algébre des
permutations fusionnées.

e Jucys-Murphy pour I'algébre des permutations fusionnées.
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Merci pour votre attention!
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